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МАТЕМАТИЧНЕ МОдЕЛЮВАННЯ ТЕХНОЛОГІЧНОЇ СИСТЕМИ  
ЗА дОПОМОГОЮ СИМПЛЕКС-ПЛАНуВАННЯ ЕКСПЕРИМЕНТу

Проведено математичне й комп’ютерне дослідження технологічної системи ‒ об’ємногідрофобізований 
ніздрюватий бетон автоклавного тверднення з кремнійорганічною поліметилсилоксановою добавкою (ПМС-
100). За допомогою симплекс-планування експерименту показано, що взаємозв’язок між складом сировинної 
суміші, технологічними факторами, структурою та фізико-механічними властивостями ніздрюватого бетону 
описується моделями у вигляді планів другого порядку на гіперкубі відповідної розмірності. Для визначення 
дисперсії відтворюваності виконано триразове повторення дослідів при значеннях вхідних параметрів на 
нульових рівнях.

МОДеЛЬ МАТеМАТИЧнА, СИМПЛеКС-ПЛАнуВАннЯ еКСПерИМенТу, ФАКТОр ВАрІЮВАн-
нЯ, ПАрАМеТр ОПТИМІЗАЦІЇ, БеТОн

Yaroslav Liashok, Serhii Podkopaiev, Oleksii Povzun, Svitlana Virych, Valerii Kalynychenko. Mathematical modeling 
of a technological system using simplex planning of the experiment. Mathematical and computer research for optimization 
of the composition of bulk hydrophobized cellular concrete of autoclave hardening with silicone polymethylsiloxane ad-
ditive PMS-100. Using simplex planning of the experiment it is shown that the relationship between the composition of 
the raw mixture, technological factors, structure and physical and mechanical properties of aerated concrete is described 
by models in the form of second-order plans on a hypercube of appropriate dimension. To determine the reproducibility 
variance, the experiments were repeated three times at the values   of the input parameters at zero levels. 
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Вступ

Перспективним теплоефективним будівельним 
матеріалом є ніздрюватий бетон, частка виробів з 
якого в загальному обсязі стінових матеріалів нині 
становить 6-8%. За прогнозними даними обсягів роз-
витку житлового будівництва річна потреба у ніздрю-
ватобетонних виробах зросте в 15 разів порівняно з 
існуючими обсягами його виробництва. Це пов`язано 
зі світовою тенденцією підвищення  опору теплопе-
редачі стінових конструкцій.

розроблення нових технологій  виробництва ви-
робів з ніздрюватих бетонів дозволить виготовляти 
вироби, при застосуванні яких зовнішні огороджу-
вальні конструкції будуть відповідати нормативному 
значенню опору теплопередачі — 1,7-2,2 м2·°С/Вт для 
різних кліматичних зон.

1. Постановка задачі

необхідність економії матеріальних та енергетичних 
ресурсів при виробництві ніздрюватого бетону вимагає 
чіткого керування технологією, властивостями матері-
алу та якістю готової продукції в цілому. Технологічний 
процес, що містить сукупність тісно пов’язаних між 
собою факторів, є складною статистичною системою. 

ефективний аналіз та дослідження об’єктів такого 
роду можливі на основі системного підходу, що перед-
бачає побудову узагальненої моделі, яка б відбивала 
взаємозв’язки між елементами системи [1].

Однак за умов великої кількості факторів, що 
впливають на властивості матеріалу, практично не-
можливо розробити модель, здатну ефективно 
функціонувати для будь-якої технології та будь-якої 
сировини. у такому випадку задача зводиться до мо-
делювання процесу одержання бетону на основі це-
менту, вапняно-кремнеземистого в’яжучого, кремне-
земистого компонента (мелений кварцовий пісок) та 
кремнійорганічної добавки.

2. Аналіз досліджень і публікацій

Засновниками використання системного під-
ходу до вивчення технології ніздрюватих бетонів є 
О.О. Федін, Є.М. Чернишов та В.О. Вознесенський 
[2-6]. В роботі [5] детально наведено приклади за-
стосування двофакторного ортогонального квадра-
тичного плану, двофакторного плану 32 для побудови 
неповних кубічних моделей, трифакторного неком-
позиційного плану типу Бокса-Бенкіна, двофактор-
ного симплекс-сумуючого плану  (на прикладі вве-
дення в суміш мікродобавок — регуляторів якості 



36

ляшок Я.о., Подкопаєв С.В., Повзун о.і., Вірич С.о., калиниченко В.В.

матеріалів для заощадження дефіцитного компонен-
та), техніко-економічну інтерпретацію моделі і оці-
нювання впливу факторів на вихід (на прикладі для 
ніздрюватих композитів) тощо.

Для єдиного простору трьох рецептурно-техноло-
гічних факторів (рТФ) отримано 24 експерименталь-
но-статистичні моделі, що створюють два порівню-
вані комплекси: «структурні характеристики — рТФ» 
і «технічні властивості — рТФ», які відбивають зако-
номірності впливу рТФ (складу ніздрюватобетонної 
суміші, виду газоутворювача і тривалості ізотермічної 
витримки) на характеристики структури і властивості 
матеріалу [7].

Запропонована розрахункова модель зводиться до 
розв’язання системи рівнянь, в яких міцність на стиск 
ніздрюватого бетону виражена як відношення макси-
мального навантаження до площі елементарної несучої 
комірки. на підставі достовірної залежності міцності 
на стиск і її графічних ізоліній, одержаних при матема-
тичній обробці результатів експерименту, доведено, що 
визначальним фактором оптимізації є співвідношення 
між товщиною міжпорової перегородки і діаметром 
пор, яке для різних видів ніздрюватого бетону може 
становити 0,1-1,0. Моделювання свідчить про наяв-
ність у ніздрюватому бетоні псевдоніздрюватої круп-
нокапілярної, ніздрюватої капілярної однорідної або 
крупнопорової неоднорідної структури.

В роботі [9] за методом ортогонального централь-
ного композиційного планування (з побудовою від-
повідних номограм) проведено чотирифакторний 
експеримент. Після статистичної комп’ютерної об-
робки експериментальних даних були одержані 
поліноміальні моделі другого порядку зміни міц-
ності на стиск, середньої густини та коефіцієнта 
розм’якшення силікатних зразків. Виявлено опти-
мальні склади будівельних матеріалів автоклавно-
го тверднення, проведено дослідження впливу ок-
ремих компонентів і режимів автоклавної обробки на 
їх технологічні та фізико-механічні властивості [9].

3. Формулювання цілі та завдань дослідження

Теоретичні узагальнення і прикладні розв’язання 
питань науково-інженерної проблеми управління 
технологічними процесами і якістю будівельних ма-
теріалів становлять нині одне з найактуальніших на-
прямків досліджень. З розробленням цього напрямку 
пов’язані умови і перспективи «наукового володіння 
виробництвом» і можливості переходу виробництва 
на принципи оптимальності хіміко-технологічних 
рішень за критеріями матеріало- та енергоємнос-
ті одержання будівельних матеріалів, виробів, кон-
струкцій. По суті йдеться про створення цілісної 
системи управління технологією і якістю продукції, 
що являє собою багатопланову задачу, центральною 
частиною якої є розкриття фізико-механічної, ме-
хано-хімічної сутності формування якості продукції 
шляхом її оптимізації.

Метою роботи є за допомогою математичного мо-
делювання і оптимізації залежності зміни фізико-ме-
ханічних властивостей від технологічних параметрів 
автоклавного тверднення одержання високоефектив-
ного ресурсоекономічного об’ємногідрофобізованого 
ніздрюватого бетону.

Використовуючи комп’ютерні програми оптимі-
заційного конструювання будівельних композитів, 
завданнями  дослідження є:

1.розробити математичну модель
2.Побудувати номограми залежностей параметрів 

оптимізації системи від факторів варіювання
3.Визначити оптимальний склад ніздрюватого бе-

тону
4. Викладення основного матеріалу досліджень
Як об’єкти дослідження прийнято:
– кремнеземистий компонент ‒ мелений кварцо-

вий пісок;
– портландцемент марки М500;
– вапно комове негашене за ДСТу Б В.2.7-90:2011;
– кремнійорганічна добавка ‒ поліметилсилокса-

нова (ПМС-100);
– вода за ДСТу Б В.2.7-273:2011;
– газоутворювач ‒ пудра алюмінієва пігментна 

(ПАП-1).
Для вивчення взаємозв’язку між технологічними 

факторами, структурою та властивостями ніздрюва-
того бетону автоклавного тверднення було застосова-
но симплекс-планування експерименту. Цей взаємо-
зв’язок описується моделями у вигляді планів другого 
порядку на гіперкубі відповідної розмірності [5].

Відповідно до алгоритму симплексного методу 
[10] експериментальне визначення оптимальних зна-
чень цільової функції здійснювали за такою послі-
довністю:

1) обирали цільову функцію, інтервали варіюван-
ня, інтервали факторів варіювання і виконували ко-
дування факторів;

2) уточнювали план експерименту, тобто обчислю-
вали координати початкового симплекса. Кількість 
дослідів N = k + 1;

3) проводили відповідні досліди за планом експе-
рименту;

4) упорядковували відгуки згідно зі ступенем їх 
зменшення і виділяли найменше значення відгуку 
Yimin, яке потім відкидали;

5) будували новий симплекс. Він утворюється вер-
шинами, що залишилися, вихідного симплекса і но-
вою вершиною, яка виходить шляхом дзеркального 
відбиття відкинутої відносно протилежної грані ви-
хідного симплекса. Координати нової точки x обчис-
лювали за формулою:
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де хi ‒ координати вершини вихідного симплекса  
з найменшим значенням цільової функції.

Побудова плану у вигляді симплекса дозволяє ви-
значити (передбачити) відгук у новій вершині х*:
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6) проводили експеримент у новій точці х* і одер-
жували експериментальне значення y* цільової функ-
ції;

7) послідовно переміщували симплекс, під час чого 
на кожному кроці відбувалось скидання вершини 
симплекса з найменшим значенням цільової функції 
і реалізація досліду у новій вершині. При цьому на-
прямок руху співпадає з направленням градієнта.

рівні варіювання технологічних факторів призна-
чали на основі попередньо проведених однофактор-
них експериментів. результати експериментів обро-
бляли методами математичної статистики [11], [12]. 
Побудову поліноміальних моделей здійснювали за 
методом повного перебору, що дозволяло серед мно-
жини можливих (при заданій структурі) обрати най-
кращу модель за критерієм Фішера. Довірчі інтерва-
ли оцінок отриманих результатів визначали на основі 
результатів випробувань малих вибірок із застосу-
ванням розподілу Стьюдента при надійності, що 
дорівнювала 0,95. Для обчислення дисперсії відтво-
рюваності виконано триразове повторення дослідів 
при значеннях вхідних параметрів на нульових рів-
нях. Однорідність дисперсій перевіряли за критерієм 
Кохрена. Адекватність моделі перевіряли за критері-
єм Фішера.

Для систем, що є сумішами різних компонентів, 
змінні хі (i=1, 2, 3, …, n) є пропорціями (відносним 
вмістом) компонентів суміші та задовольняють умові:
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Геометричне місце точок, що задовольняють умові 
нормованості суми змінних (3), являє собою (n–1)-
мірний правильний симплекс (трикутник для n=3, 
тетраедр для n=4 тощо). Кожній точці такого симп-
лекса відповідає суміш визначеного складу і, навпа-
ки, будь-якій комбінації відносних вмістів компо-
нентів відповідає визначена точка симплекса.

Координати компонентів визначали у симплек-
сній системі координат, в якій відносні вмісти кож-
ного компонента відкладаються вздовж відповід-
них сторін (граней) симплекса від 0 до 1. Отримані 
апроксимуючі моделі можуть бути використані для 
передбачення відгуків в будь-якій точці симплексу. 
Точність передбачення відгуку в різних точках симп-
лексу різна і окрім координат точки залежить від екс-
тремальної ситуації (дисперсії досліду, кількості пара-
лельних спостережень у вузлах симплексної ґратки).

Для підбору та моделювання рецептур ніздрюва-
тобетонної суміші проведено підготовку сировинних 
компонентів, що включала здрібнення і усереднення 
складових, підігрів води і приготування водно-алю-
мінієвої суспензії.

Вплив широкого діапазону концентрацій кремні-
йорганічної поліметилсилоксанової добавки ПМС-
100 на міцність ніздрюватого бетону на стиск визна-
чали на зразках-кубах 100х100х100 мм. Зразки були 
виготовлені згідно з вимогами [13] з бетонної сумі-
ші рецептури (Цемент : Вапно : Пісок) 1 : 0,61 : 0,89. 
рухомість суміші за Суттардом [14], [15]  ‒ 14 ± 2 см. 
Зразки витримували в формах до автоклавної оброб-
ки впродовж 12 годин, після чого запарювали  в ла-
бораторному автоклаві місткістю 0,07 м3 за режимом: 
прогрів та підйом тиску пари до 1 МПа ‒ 3 години; ви-
тримування при тиску пари 1 МПа ‒ 6 годин; знижен-
ня тиску пари за рахунок природного охолодження.

З метою моделювання складу ніздрюватобетонної 
суміші (табл. 1) проведено аналіз процесів синтезу 
гідросилікатів з використанням розробленої теоре-
тичної моделі. Кремнійорганічну поліметилсилокса-
нову добавку ПМС-100 приймаємо в розрахунок як 
високоактивний кремнеземистий компонент, вважа-
ючи, що присутність органічної складової добавки не 
впливає суттєво на склад новоутворень. Коефіцієнт 
гідравлічної активності добавки ПМС-100 приймемо 
0,5, а для піску 0,035.

Таблиця 1
Витрата компонентів ніздрюватобетонної суміші  

для виготовлення бетону густиною 400 кг/м3

Витрата компонентів на 1 м3, кг

вапно цемент
кремне- 

земистий  
компонент

вода добавка
алюмінієва 

пудра

95,28 155,64 138,17 155 7,8 0,55

Збільшення вмісту добавки ПМС-100 понад 2% 
спричиняє зниження міцності готових виробів. 
Однією з можливих причин такого явища є понад-
оптимальна автоклавна обробка (тобто, починаючи з 
10-ї години новоутворення перекристалізовуються та 
укрупнюються, що викликає порушення структури). 
Іншою – утворення лінз гідрофобізатора, що спри-
чиняють розклинюючу дію та викликають порушен-
ня зв’язків між  новоутвореннями.

Досліджувана добавка ПМС-100 фактично реагує 
вже на стадії змішування, формування та доавто-
клавної витримки. Тому доречним стало розглянути 
розрахунок синтезу за умови, що добавка на початок 
синтезу (тобто в 0 годин) повністю переходить у но-
воутворення. Оптимальні склади високоефективного 
ресурсоекономічного об’ємногідрофобізованого ніз-
дрюватого бетону визначали як оптимальні області 
допустимих значень факторів варіювання Х1, Х2, Х3 

(табл. 2).
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Таблиця 2
Значення факторів варіювання

Система

Фізичний зміст фактора 
варіювання

Вміст 
портланд-
цементу, 

кг

Вміст 
вапна, 

кг

Вміст 
добавки 

ПМС-100, 
кг

Х1 Х2 Х3

ніздрю-
ватий 
бетон

Інтервал  
варіювання

10 20 1

рівні  
фактора  

у кодованих 
числах

-1
0

+1

120
130
140

40
60
80

1
2
3

Ці оптимальні області обмежені поверхнями рівня 
функції відгуку за кожним з параметрів оптимізації 
(табл. 3).

Матриця планування експерименту і отримані 
значення параметрів оптимізації надані в табл. 4.

За критерій оптимальності плану прийнято кри-
терій D-оптимальності, який пов’язаний з мініміза-
цією об’єму еліпсоїду розсіювання оцінок параметрів 
рівнянь регресії [16]. Для створеного плану експери-
менту за методом найменших квадратів обчислено 
коефіцієнти рівнянь регресії за виразом [17]:

bi  = (X*·X)-1 · X*∙Y,

де bi − коефіцієнт рівняння регресії; Х − матриця плану 
експерименту; Х* − транспонована матриця плану екс-
перименту; (X*·X)-1 – матриця, обернена добутку ма-
триці плану експерименту на його транспоновану ма-
трицю; Y – вектор-стовпець результатів експерименту.

За планом з однією центральною точкою дослі-
джено 15 сумішей (табл. 4).

Таблиця 3
Параметри оптимізації системи

№ 
з.п.

Код па-
раметра 

опти-
мізації

Фізичний зміст параметра 
оптимізації

Граничні 
значення 
функції 
відгуку

1 Y1
Міцність на стиск бетону, σст,  
МПа

2,90;  
3,27

2 Y2
Морозостійкість бетону, F,  
цикли

> 25;  
> 25

3 Y3 Водопоглинання бетону, W, % <8; < 8

4 Y4 Середня густина бетону, ρо, кг/м3 351; 449

Сировинну суміш готували шляхом спільного 
перемішування цементу, вапняно-кремнеземистого 
в’яжучого, кварцового піску, води, добавки ПМС-100 
та водної суспензії алюмінієвої пудри (ПАП-1) та по-
верхнево-активної речовини (ПАр).

Вапняно-кремнеземисте в’яжуче готували спіль-
ним помелом вапна та піску у співвідношенні 1:1,8 
до питомої поверхні 550 м2/кг. Активність вапняно-
кремнеземистого в’яжучого становила 44%.

Суспензію газоутворювача готували при інтен-
сивному перемішуванні алюмінієвої пудри ПАП-1 
з водою при температурі 60-65 оС. Витрата ПАП-1 від 
0,2% до 0,6% від маси сухих компонентів.

у всіх точках плану прийнято витрату води, що за-
безпечує рухомість суміші на віскозиметрі Суттарда 16 
см. При цьому водотверде відношення змінювалося у 
межах 0,4-0,5.

Обробка результатів експерименту і обчислення 
коефіцієнтів рівнянь регресії з урахуванням їх значу-
щості дозволили одержати поліноміальні моделі.

Статистичний аналіз отриманих результатів міс-
тить перевірку двох статистичних гіпотез:

Таблиця 4
Матриця планування та результати експерименту

№

План результат

Х1 Х2 Х3

Y1 Y2 Y3 Y4

Y11 Y12 Y21 Y22 Y31 Y32 Y41 Y42

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 -1 -1 -1 20,8 26,1 19 21 5,0 5,8 412 420

2 -1 -1 +1 26,2 28,1 20 22 0,8 1,2 380 392

3 -1 +1 -1 22,0 24,1 20 24 4,9 5,6 386 408

4 +1 -1 -1 21,8 23,6 20 22 5,1 5,8 404 412

5 -1 +1 +1 24,6 26,2 20 22 0,8 1,4 410 418

6 +1 -1 +1 21,0 22,8 19 20 1,0 1,3 398 420

7 +1 +1 -1 22,6 26,8 21 23 4,6 4,8 402 414

8 +1 +1 +1 29,1 32,1 21 24 0,8 1,2 396 416

9 +1 0 0 34,1 36,2 26 30 1,2 1,9 380 410

10 -1 0 0 36,1 38,2 24 26 1,9 2,2 390 420

11 0 +1 0 32,0 34,0 25 30 1,4 2,1 380 420

12 0 -1 0 31,8 35,1 27 31 1,7 2,2 385 415

13 0 0 +1 28,1 32,1 22 26 1,0 1,3 402 412

14 0 0 -1 27,4 32,6 20 21 4,2 5,0 380 416

15 0 0 0 32,6 34,1 24 28 1,6 2,4 394 414

норматив 28,97 32,74 >25 >25 <8 <8 351 449

ляшок Я.о., Подкопаєв С.В., Повзун о.і., Вірич С.о., калиниченко В.В.
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– про значущість отриманих коефіцієнтів моделі;
– про адекватність представлення результатів 

експерименту здобутим рівнянням регресії.

результати розрахунку математичної моделі з по-
слідовним регресійним аналізом наведено на рис. 1 ‒ 
рис. 4.

 
а

 
б

Рис. 1. Номограма залежності функції відгуку  
(середня густина ніздрюватого бетону ρо)  

від вмісту вапна і вмісту добавки ПМС-100 
а) ‒ (tS)e=2,517; б) ‒(tS)e=6,0

 
а

 
б

Рис. 2. Номограма залежності функції відгуку 
(міцність ніздрюватого бетону на стиск σст)  
від вмісту вапна і вмісту добавки ПМС-100 

а) ‒ (tS)e=2,517; б) ‒(tS)e=2,79

 
а

 
б

Рис. 3. Номограма залежності функції відгуку  
(водопоглинання ніздрюватого бетону)  

від вмісту вапна і вмісту добавки ПМС-100 
а) ‒ (tS)e=0,229; б) ‒(tS)e=0,279

 
а

 
б

Рис. 4. Номограма залежності функції відгуку 
(морозостійкість ніздрюватого бетону F)  

від вмісту вапна і вмісту добавки ПМС-100 
а) ‒ (tS)e=2,027; б) ‒(tS)e=2,280

МатеМатИЧне МоДелЮВаннЯ технолоГіЧноЇ СИСтеМИ За ДоПоМоГоЮ СИМПлекС-ПлануВаннЯ екСПерИМенту
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на основі аналізу результатів експерименту вста-
новлено оптимальний склад сировинної суміші для 
автоклавного об’ємногідрофобізованого ніздрювато-
го бетону, що забезпечує підвищені фізико-механічні 
характеристики (табл. 5).

Таблиця 5
Оптимальний склад ніздрюватого бетону

Компонент Вміст, % від маси сухих

Портландцемент 140 кг (35%)

Вапно 60 кг (15%)

Пісок кварцовий 189 кг (47,25%)

Добавка ПМС-100 2% 

Газоутворювач 0,55% 

Поверхнево-активна речовина 0,2%

Висновки та напрямок  
подальших досліджень

на підставі розробленої математичної моделі за до-
помогою симплекс-планування експерименту  ніздрю-
ватий бетон оптимального складу характеризується під-
вищеною якістю.

За вмісту 2% (від маси сухих компонентів) кремні-
йорганічної поліметилсилоксанової добавки (ПМС-
100) фізико-механічні властивості досліджуваного 
ніздрюватого бетону є такими:

– середня густина ‒ 400 кг/м3;
– міцність на стиск ‒ 2,9 МПа;
– морозостійкість ‒ 25 циклів поперемінного за-

морожування‒відтавання;
– водопоглинання ‒ < 5%.
Подальші роботи будуть присвячені впроваджен-

ню результатів наукових досліджень у виробни-
цтво (випуск дослідно-промислової партії об’ємно-
гідрофобізованого ніздрюватого бетону автоклавного 
тверднення).
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