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ЭВОЛЮЦИОНИРУЮЩАЯ РАДИАЛЬНО-БАЗИСНАЯ НЕЙРОННАЯ СЕТЬ  
И ЭКСТРЕМАЛЬНОЕ ОБУЧЕНИЕ ЕЕ ПАРАМЕТРОВ

Предложен подход к формированию архитектуры и обучению эволюционирующей радиально-базис-
ной нейронной сети (RBFN), которая обрабатывает данные, поступающие в режиме online. Он состоит 
из двух этапов. Первый из них базируется на использовании самоорганизующейся карты Т. Кохонена 
(SOM), которая отвечает за управление количеством нейронов RBFN и настройку расположения центров 
ядерных функций в режиме самообучения. Второй этап отвечает за ее обучение с применением метода 
экстремального обучения (ELM). Данный подход позволяет избежать «проклятия размерности» при 
формировании RBFN, а также существенно повысить скорость ее обучения.

ЭВОЛЮЦИОНИРУЮЩАЯ СИСТЕМА, САМООРГАНИЗУЮЩАЯСЯ КАРТА Т. КОХОНЕНА, 
ЯДЕРНАЯ ФУНКЦИЯ, МЕТОД ЭКСТРЕМАЛЬНОГО ОБУЧЕНИЯ

Є.В. Бодянський, К.Е. Петров, А.А. Дейнеко. Еволюціонуюча радіально-базисна нейронна мережа 
та екстремальне навачання її параметрів. Запропоновано підхід до формування архітектури і навчання 
еволюціонуючої радіально-базисної нейронної мережі (RBFN), яка обробляє дані, що надходять в режимі 
online. Він складається з двох етапів. Перший з них базується на використанні самоорганізаційній карти 
Т. Кохонена (SOM), яка відповідає за управління кількістю нейронів RBFN і налаштування розташування 
центрів ядерних функцій в режимі самонавчання. Другий етап відповідає за її навчання із застосуванням 
методу екстремального навчання (ELM). Даний підхід дозволяє уникнути «прокляття розмірності» при 
формуванні RBFN, а також істотно підвищити швидкість її навчання.

ЕВОЛЮЦІОНУЮЧА СИСТЕМА, САМООРГАНІЗАЦІЙНА КАРТА Т. КОХОНЕНА, ЯДЕРНА 
ФУНКЦІЯ, МЕТОД ЕКСТРЕМАЛЬНОГО НАВЧАННЯ

Y.V. Bodyansky, K.E. Petrov, A.A. Deineko. Evolving radial basis neural network and extreme learning of its 
parameters. In the paper proposes an approach to the formation of the architecture and training of the evolving 
radial-basis neural network (RBFN), which processes the data in sequential online mode. It consists of two stages. 
The first one is based on the use of the T. Kohonen self-organizing map (SOM), which is responsible for managing 
the number of RBFN neurons and setting the location of the centers of kernel functions in self-learning mode. The 
second stage is responsible for its training using the method of extreme learning (ELM). This approach allows to 
avoid the “curse of dimensionality” in the formation of RBFN and significantly increase the speed of its learning.

EVOLVING SYSTEM, T. KOHONEN SELF-ORGANIZING MAP, KERNEL FUNCTION, EXTREME 
LEARNING MACHINE

Введение

В настоящее время искусственные нейронные 
сети (ИНС) широко используются для эффектив-
ного решения различного рода задач интеллекту-
ального анализа данных, таких как прогнозирова-
ние, классификация, кластеризация и т. п. И все 
это благодаря своим универсальным аппроксими-
рующим свойствам и способности обучаться на ос-
нове экспериментальных данных поступающих от 
объекта исследования.

Особый интерес представляет разработка 
систем, которые обрабатывают поступающие 
последовательности данных в реальном мас-
штабе времени (в режиме online). Эти задачи от-
носятся к области динамического анализа данных 
(Dynamic Data Mining и Data Stream Mining) [1]. 
Особенностями решения такого рода задач явля-
ются высокие требования к быстроте обработки 
данных, что непосредственно связано со скоро-
стью обучения, используемых для их решения 

ИНС. В этих условиях существенным преимуще-
ством обладают нейронные сети, чей выходной 
сигнал линейно зависит от настраиваемых пара-
метров. И в первую очередь к таким сетям мож-
но отнести радиально-базисные нейронные сети 
(RBFN) [2], для обучения которых традиционно 
используют быстродействующие гауссовско-нью-
тоновские (рекуррентный МНК и его модифика-
ции или фильтр Калмана), квазиньютоновские 
(алгоритм Левенберга-Марквардта), градиентные 
(алгоритмы Качмажа-Уидроу-Хоффа и Гудвина-
Рэмеджа-Кэйнеса) или экстремальные (метод 
ELM) процедуры.

Главной проблемой при синтезе RBFN являет-
ся определение необходимого количества нейро-
нов, формирующих архитектуру сети, поскольку 
недостаточное их число «ухудшает» ее аппрокси-
мирующие свойства, а их излишек ведет к возник-
новению эффекта «проклятия размерности» (экс-
поненциальному росту числа нейронов с ростом 
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размерности входного пространства). Решение 
этой проблемы возможно на основе построения 
эволюционирующих систем вычислительного ин-
теллекта [3].

Таким образом, актуальным и целесообразным 
представляется разработка подхода к обучению 
параметров и формированию архитектуры RBFN, 
при котором структура нейронной сети может из-
меняться в процессе обучения, т. е. количество ее 
нейронов может как увеличиваться (growing mode), 
так и уменьшатся (pruning mode) в online-режиме 
по мере поступления на ее вход новой информа-
ции.

1. Содержательная постановка задачи

Реализация этого подхода связана с решением 
задачи построения гибридной эволюционирую-
щей искусственной нейронной сети, которая бази-
руется на RBFN с переменным количеством ней-
ронов и самоорганизующейся карте Т. Кохонена 
(SOM) [4], отвечающей за управление количеством 
нейронов RBFN и настройку расположения цен-
тров ядерных функций в режиме самообучения.

Процесс функционирования этой сети может 
быть упрощенно описан так.

При поступлении первого наблюдения оно по-
дается на вход RBFN, где формируется первый 
нейрон по принципу «нейроны в точках данных» 
[4], т. е. практически мгновенно. При поступлении 
последующих наблюдений они, вначале поступа-
ют в SOM (обрабатываются в SOM), где происхо-
дит сравнение с уже существующими центроидами 
(ядрами), а затем, если совпадений не обнаружи-
лось формируется новый центроид (ядро) и соот-
ветственно новый нейрон в RBFN.

Таким образом на первом этапе формируется 
структура RBFN на основе SOM, а на втором — 
производится ее обучение с использованием мето-
да экстремального обучения (ELM) [5].

Рассмотрим более подробно реализацию этих 
этапов.

2. Управление количеством нейронов в RBFN 
(формирование структуры нейронной сети)

Исходной информацией для реализации перво-
го этапа является выборка (возможно растущая) 
наблюдений x( )1 , x( )2 ,…, x k( ) ,…, x N( ) ,…, в ко-
торой x k x k x k x kn( ) [ ( ) ( ) ... ( )]= 1 2 , x k Rn( ) ∈  и, со-
ответственно, y( )1 , y( )2 ,…, y k( ) ,…, y N( ) ,…, где 
y k y k y k y km( ) [ ( ) ( ) ... ( )]= 1 2 , y k Rm( ) ∈ .

Как было отмечено выше, наиболее сложным 
моментом формирования структуры RBFN явля-
ется определение необходимого количества ней-
ронов сети по мере поступления (online) на ее вход 
новых наблюдений.

Для решения этой задачи воспользуемся идея-
ми, лежащими в основе эволюционирующих си-
стем вычислительного интеллекта, адаптирован-
ных к обработке информации в режиме реального 
масштаба времени.

В рамках развиваемого подхода предлагается 
следующий алгоритм управления количеством 
нейронов в RBFN [6].

Шаг 0. Задаются: ∆  — порог неразличимо-
сти векторов центров ci  активационных ядерных 
функций φ σi i ix c( , , ) , i h=1,  ( h H≤ ); H  — макси-
мально допустимое количество нейронов в RBFN  
( H n>>  и H N≤ ) и параметр ширины σi , опреде-
ляющего локальную область входного простран-
ства, на которою реагирует функция φ σi i ix c( , , )  
(например, σi

2 20 33= ,  ∀ i h=1,  при − ≤ ≤1 1x kj ( ) , 
j n=1, , k N=1, ).

Шаг 1. При поступлении наблюдения x( )1  фор-
мируется первый центр c x1 1= ( )  и сама активаци-
онная ядерная функция.

Без потери общности, для определенности,  
в качестве активационной будем рассматривать га-
уссову функцию вида:

ϕ σ σ
i i i

x c

x c e
i

i( , , ) =
−

− 2

22 .                          (1)

В итоге формируется функция

ϕ σ σ
1 1 1

1

2

2

1
2

( , , )

( )

x c e

x x

=
−

−

.

Таким образом, уже с поступления первого на-
блюдения начинается обучение сети по принципу 
«нейроны в точках данных» [4].

Шаг 2. При поступлении наблюдения x( )2 :
1) если выполняется условие

x c( )2 1− ≤ ∆ ,                                    (2)

то наблюдение x( )2  не формирует новый центр и 
исключается из обучающей выборки;

2) если

∆ ∆< − ≤x c( )2 21 ,                            (3)

то c1  корректируется согласно WTA-правилу само-
обучения Т. Кохонена [4] следующим образом:

c c x c1 1 12 2: ( )( ( ) )= + −η ,                          

где 0 1< <η( )k  — параметр шага настройки;
3) если же

2 2 1∆ < −x c( ) ,                                   (4)

то формируется новая радиально-базисная функ-
ция ϕ σ2 2 2( , , )x c  с центром c x2 2= ( ) :

ϕ σ σ
2 2 2

2
2

2

2
2

( , , )x c e

x c

=
−

−

 или ϕ σ σ
2 2 2

2

2

2

2
2

( , , )

( )

x c e

x x

=
−

−

.

Шаг N. Пусть к моменту поступления N -го 
входного образца x N( )  сформировано h H<  
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активационных функций ϕ σi i ix c( , , )  с центрами ci ,  
i h=1, .

При поступлении на вход наблюдения x N( )  
вначале определяется центр c ci

0 = , ближайший к 
x N( ) , т. е. ci , для которого расстояние x N ci( ) − , 
i h=1,  минимально среди всех h  имеющихся цен-
тров. Далее проверяются условия:

x N c( ) − ≤0 ∆ ; 

∆ ∆< − ≤x N c( ) 0 2 ; 

2 0∆ < −x N c( ) . 

В результате x N( )  либо игнорируется, либо про-
исходит коррекция центра c0 , либо создается но-
вая радиально-базисная функция ϕ σh h hx c+ + +1 1 1( , , ) .

Процесс наращивания количества R-нейронов 
скрытого слоя RBFN может быть продолжен до до-
стижения их количества равного H .

Рекомендованное количество ядер (скрытых 
нейронов) H  для RBFN можно определить из эм-
пирической формулы:

 H floor n n m= + −[ ]0 618. ( ) , 

где floor  — наибольшее целое число, которое мень-
ше или равно данному; n  — количество нейронов 
входного слоя; m  — количество нейронов выход-
ного слоя.

Если в сети сформировано h H=  радиально-
базисных функций, эволюционирующая RBFN 
переходит из режима обучения, основанного на 
памяти по принципу «нейроны в точках данных» 
в режим обучения, основанного на методе экстре-
мального обучения (ELM).

При этом в процессе корректировки центров 
сформированных радиально-базисных функций 
постоянно контролируется расстояние между 
ними. Если выясняется, что

c cl t− ≤ ∆ , ∀ l h=1, , t h=1, , l t≠ , h H≤ ,       

то соответствующий R-нейрон с активационной 
функцией ϕ σt t tx c( , , )  исключается из сети.

Таким образом, при формировании данной 
нейронной сети реализуются принципы эволюци-
онного обучения П. Ангелова — Н. Касабова [3] и 
самообучения Т.  Кохонена [4].

Далее подробно рассмотрим второй этап, свя-
занный с экстремальным обучением сформиро-
ванной на первом этапе RBFN.

3. Экстремальное обучение RBFN

На рис. 1 приведена стандартная схема радиаль-
но-базисной сети с n  − входами и m  — выходами, 
содержащая h  – нейронов (ядер) скрытого слоя, 
которая реализует нелинейное преобразование 
вида

y F x w w x cj j j ji i i i
i

h

= = +
=
∑( ) ( , , )0

1

ϕ σ , j m=1, ,          

где ϕ σ σi i i i i ix c x c( , , ) ( , )= −Φ  – радиально-базисная 
симметричная ядерная функция (выход i -го ней-
рона), определяющая свойства сети и зависящая 
от расстояния x ci−  между входом, который задан 
матрицей x x x x n= [ ... ]1 2  и центром ci  (центр i -го 
нейрона), а так же параметра ширины σi , выделя-
ющего локальную область входного пространства, 
на которую реагирует эта ядерная функция; w ji  — 
весовой коэффициент связи i -ого ядра (нейрона 
скрытого слоя) с j -ым выходом (выходным ней-
роном) сети.

Рис. 1. Радиально-базисная нейронная сеть

Предполагается, что ϕ σi i ix c( , , )  является не-
линейной, ограниченной, интегрируемой и всюду 
непрерывной функцией. Такие ядерные функции 
включают в себя, в том числе, широко используе-
мую гауссову функцию.

Как было отмечено выше, в качестве активаци-
онной будем использовать гауссову функцию вида 
(1).

4. Расширение метода экстремального обучения 
(ELM) для случая RBFN

ELM может быть линейно расширен на слу-
чай SLFN (Single hidden layer feedforward neural 
network) с ядерными RBF [7].

Пусть заданы матрицы входных признаков (эк-
земпляров) 

X

x

x N

x x x

x N

n

=
















=
( )

...

( )

( ) ( ) ... ( )

... ... ... ...

(

1 1 1 11 2

1 )) ( ) ... ( )x N x Nn N n2

















×

 

и выходных классов (результатов) 

Y

y

y N

y y y

y N

m

=
















=
( )

...

( )

( ) ( ) ... ( )

... ... ... ...

(

1 1 1 11 2

1 )) ( ) ... ( )y N y Nm N m2

















×

.

Обозначим через w ji  — весовой коэффициент 
связи i -ого ядра (нейрона скрытого слоя) с j -ым 
выходом (выходным нейроном) сети.
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Тогда математическая модель RBFN с h  ядрами 
(см. рис. 1) может быть записана так:

w x k c o ki
i

h

i i i
=
∑ =

0

ϕ σ( ( ), , ) ( ) , k N=1, ,                    

где 

w0 1 1 1= [ ... ] , w w w wi i i mi= [ ... ]1 2 ,

ϕ σ0 0 0 1( ( ), , )x k c = , ϕ σ σi i i i i ix k c x k c( ( ), , ) ( ( ) , )= −Φ ,

 x k x k x k x kn( ) [ ( ) ( ) ... ( )]= 1 2  

и, соответственно o k o k o k o km( ) [ ( ) ( ) ... ( )]= 1 2 .
Подобно случаю SLFN, стандартные RBFN с h  

ядрами могут аппроксимировать эти N  данных с 
нулевой ошибкой. Это означает, что 

o k y k
k

N

( ) ( )− =
=

∑ 0
1

,                                   

где y k y k y k y km( ) [ ( ) ( ) ... ( )]= 1 2 . Т. е. существуют wi ,  
ci  и σi  такие, что

w x k c y ki
i

h

i i i
=
∑ =

0

ϕ σ( ( ), , ) ( ) , k N=1, .             (5)

Из (5) следует, что для нахождения значений 
матрицы синаптических весов W  необходимо ре-
шить систему линейных уравнений, которая в ма-
тричной форме может быть записана так:

ΦW Y= ,                                       (6)
где

Φ =

1 1 1 1

1 2
1 1 1 2 2 2

1

ϕ σ ϕ σ ϕ σ
ϕ

( ( ), , ) ( ( ), , ) ... ( ( ), , )

( ( ),

x c x c x c

x c
h h h

11 1 2 2 2

1

2 2

1

, ) ( ( ), , ) ... ( ( ), , )

... ... ... ... ...

( (

σ ϕ σ ϕ σ

ϕ

x c x c

x

h h h

NN c x N c x N ch h h N h
), , ) ( ( ), , ) ... ( ( ), , )

(1 1 2 2 2σ ϕ σ ϕ σ



















× +11)

;

W

w

w

w

w w w

w w wh

m

h h mh

=







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
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

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Подобно SLFN, Φ  называется выходной ма-
трицей скрытого слоя сети RBFN где i -й столбец 
Φ , i h=1, , является выходом i -го нейрона (ядра) 
относительно входов x x x N( ), ( ),..., ( )1 2 .

Поскольку на практике сеть обучается с ис-
пользованием конечных обучающих выборок 
( ( ), ( ))x k y k , k N=1, , отыскание minW hf f− , эк-
вивалентно нахождению minW W YΦ − . Для фик-
сированных центров ядер ci  и параметров ширины 
σi  обучение RBFN эквивалентно нахождению ре-
шения W  с помощью метода наименьших квадра-
тов для системы линейных уравнений ΦW Y= :

Φ ΦW Y W Y
W

− = −
2 2

min .                     

Однако в большинстве практических приме-
нений h N≠  (количество нейронов (ядер) может 
быть намного меньше числа обучающих данных, 
т. е. h N<< ), и для матрицы W  может не суще-
ствовать таких wi , i h= 0,  что ΦW Y= .

Единственное наилучшее приближенное реше-
ние W  по методу наименьших квадратов указан-
ной линейной системы можно найти следующим 
образом:

W Y= Φ ,                                             

где Φ Φ Φ Φ = −( )T T1  — псевдообратная матрица (ма-
трица Мура-Пенроуза) для случая невырожденной 
матрицы Φ .

Таким образом, подобно SLFN, алгоритм экс-
тремального обучения (ELM) для RBFN может 
быть сформулирован таким образом.

5. Алгоритм ELM для RBFN

Заданы: обучающий (тренировочный) набор 
данных ( ( ), ( ))x k y k , x k( ) ∈Rn  и y k( ) ∈Rm , k N=1, ,  
вид ядерной функции φ σi i ix c( , , )  и предельное ко-
личество нейронов H  (ядер) RBFN.

Шаг 1. Определяем центры ci  ядерных функций 
φ σi i ix c( , , )  с помощью SOM, а также их параме-
тры ширины σi , i h=1,  (т. е. формируем RBFN с 
h  ядрами в соответствии с подходом описанным 
выше).

Шаг 2. Вычисляем в скрытом слое сформиро-
ванной RBFN значения выходной матрицы Φ .

Шаг 3. Вычисляем значения матрицы выходных 
весов W  в соответствии с формулой: W Y= Φ .

В результате получаем обученную RBFN.

6. Иллюстративный пример

Для апробации предложенной архитектуры 
нейронной сети рассмотрим задачу прогнозирова-
ния хаотического ряда, описываемого дифферен-
циальным уравнением Мэкки-Гласса [8], которое 
задается следующим уравнением ( γ = 0 1. , β = 0 2. , 
τ =17 ):

∂
∂

=
+

−
x
t

x

x
x

n
β γτ

τ1
,  γ β, , n > 0 ,                   (7)

где γ , β , n  – некоторые коэффициенты; xτ  – зна-
чение переменной x  в момент времени ( )t − τ .

В зависимости от значений параметров, урав-
нение воспроизводит ряд периодических и хаоти-
ческих колебаний. В работе, эти значения были 
вычислены с помощью метода Рунге-Кутта четвер-
того порядка. Временной шаг принят равным 0.1, 
начальные условия x( ) .0 1 2= . График уравнения 
Мэкки-Гласса приведен на рис. 2.

В качестве тестовой традиционно использу-
ются задача прогнозирования значения x k( )+ 6  
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временного ряда (7) с параметром задержки k =17  
по значениям x k( )−18 , x k( )−12 , x k( )− 6  и x k( ) .

Для обучения нейронных сетей использовались 
первые 500 значений ряда, а для проверки – следу-
ющие 500.

На рис. 3. представлен процесс эволюции ре-
цепторных полей ( c1 , Σ1 , c2 , Σ2 ) двух актива-
ционных функций эволюционирующей RBFN,  

для случая online прогнозирования ряда Мэкки-
Гласса (7).

Перед началом обработки полученный вре-
менной ряд нормировался таким образом, что-
бы его значения находились в интервале [-1; 1]. 
После этого начиналось обучение нейронной сети. 
Результаты аппроксимации, обучения и прогнози-
рования представлены на рис. 4 – 6. 

 
Рис. 2. График уравнения Мэкки-Гласса

 
Рис. 3. Процесс эволюции рецепторных полей двух активационных функций  

эволюционирующей радиально-базисной нейронной сети
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При этом ошибка обучения составила 0.02%. 
Такие точные результаты обосновываются стаци-
онарностью свойств ряда Мэкки-Гласса.

Далее система была переведена в режим про-
гнозирования значений. Прогнозирование значе-
ний ряда производилось в online-режиме, причем 
пересчет настраиваемых параметров сети, а это 
– центры функций принадлежности и синаптиче-
ские веса, не производился по причине стационар-
ности ряда Мэкки-Гласса. Было принято решение 
спрогнозировать 700 значений, а затем сравнить с 
истинными значениями ряда. Результаты прогно-
зирования приведены на рис. 6 и рис. 7.

Прогнозирование значений было организова-
но таким образом: на каждой итерации процедуры 
предсказания прогнозируемое значение при помо-
щи квадратичного критерия ошибки сравнивалось 
с истинным, а результат сохранялся. Система бы-
стро адаптировалась к подаваемым ей на вход зна-
чениям, и в результате разница между истинным и 
прогнозируемым значением значительно снизи-
лась.

Заключение

Предложенный в работе подход к обучению 
эволюционирующей радиально-базисной нейрон-
ной сети позволяет в режиме реального масштаба 
времени производить не только настройку выход-
ных весов ИНС и параметров радиально-базисных 
функций, но и дает возможность изменять саму ар-
хитектуру сети в процессе поступления новой ин-
формации на ее вход. Это позволило решить про-
блему «проклятия размерности», которая присуща 
RBFN.

Использование метода экстремального об-
учения (ELM) вместо традиционных методов и 
относительная компактность архитектуры сети 
обеспечили высокую скорость ее обучения при 
приемлемой точности результатов, что было под-
тверждено рядом вычислительных экспериментов 
в ходе проведения имитационного моделирования.

В перспективе необходимо провести экспери-
менты связанные с установлением зависимости 
скорости обучения RBFN и точности результатов 
от использования различных видов активационных 

 
Рис. 4. Результаты аппроксимации временного ряда Мэкки-Гласса

 
Рис. 5. Результаты обучения нейронной сети
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ядерных функций, таких например, как функции 
В. Епанечникова [9], Коши, различных потенци-
альных функций [10], а также оценок Парзена [11] 
и т. п.
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Рис 6. Результаты прогнозирования значений ряда Мэкки-Гласса

 
Рис. 7. График изменения ошибки аппроксимации на временном ряде Мэкки-Гласса
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