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НЕЧЕТКАЯ КЛАСТЕРИЗАЦИЯ МАССИВОВ ДАННЫХ НА ОСНОВЕ 
ЭВОЛЮЦИОННОГО МЕТОДА ОПТИМИЗАЦИИ КОШАЧЬИХ СТАЙ

Рассмотрена задача нечеткой кластеризации массива наблюдений на основе нечеткого вероятност-
ного подхода, в основу которого положен алгоритм нечетких С-средних, переформулированный в задачу 
безусловной многоэкстремальной оптимизации. 
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еволюційного метода оптимізації кошачих зграй. Розглянуто задачу нечіткої кластеризації масиву спостере-
жень на основі нечіткого імовірнісного підходу, в основу якого покладено алгоритм нечітких С-середніх, 
який було переформулювало в задачу безумовної багатоекстремальної оптимізації. 
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Введение

Задача кластеризации массивов многомерных 
данных, основной целью которой является на-
хождение однородных в смысле принятой метрики 
классов наблюдений, является важной частью ин-
теллектуального анализа данных Data Mining [1-3], 
интенсивно развивающегося в настоящее время. В 
рамках традиционного кластерного анализа апри-
ори предполагается, что каждый вектор-наблюде-
ние может принадлежать только одному классу-
кластеру, хотя в реальных приложениях достаточно 
часто возникает ситуация, когда это наблюдение с 
разными уровнями принадлежности (возможно-
сти, вероятности) относится сразу к нескольким 
взаимно перекрывающимся кластерам. Подобная 
ситуация является предметом рассмотрения нечет-
кого (фаззи-) кластерного анализа [4-6], в рамках 
которого необходимо оценить не только факт при-
надлежности каждого наблюдения к конкретным 
классам, но и дать количественную оценку уровня 
этой принадлежности.

Исходной информацией для решения задачи не-
четкой кластеризации является массив многомер-
ных векторов-данных, образованный выборкой 
наблюдений X x x x k x N Rn= ⊂{ ( ), ( ),..., ( ),..., ( )}1 2 , 
где k  — в общем случае номер наблюдения в исход-
ном массиве, x k x x x k x ki n

T( ) ( ( ), ( ),..., ( ),..., ( )}= 1 21 2 .  
Результатом кластеризации является разбиение 
этого массива на m  пересекающихся классов Cl j  
с прототипами — центроидами c R j mj

n∈ =, , ,..., ,1 2  

при этом наряду с нахождением центроидов c j  
должен быть оценен уровень принадлежности 
0 1< <U kj ( )  каждого x k( )  к каждому из кластеров 
Cl j .

Заметим, что исходные данные должны быть 
предобработаны (центрированы, нормированы, 
кодированы, стандартизированы) так, чтобы все 
наблюдения принадлежали либо некоторому ги-
перкубу (обычно [ , ]−1 1 n  или [ , ]0 1 n ), либо лежали 
на гиперсфере с единичным радиусом. В задачах 
нечеткой кластеризации с использованием наибо-
лее распространенного метода нечетких С-средних 
(FCM) [4] данные обычно преобразуются так, что-
бы исходная выборка имела вид 



   X x x x k x N Rn= ⊂( ( ), ( ),..., ( ),... ( ))1 2 , 

   x k x k x k x ki n
T( ) ( ( ),..., ( ),.., ( ))= 1 , − ≤ ≤1 1x ki ( ) , 

1 < <m N , 1 ≤ ≤j m ,1 ≤ ≤i n , 1 ≤ ≤k N .

И хотя на сегодня кроме FCM разработано мно-
жество методов и алгоритмов нечеткой кластери-
зации со своими достоинствами и недостатками, 
все они позволяют отыскать только локальный 
экстремум принятой целевой функции [6,7], что 
ведет к тому, что использование процедур опти-
мизации (нелинейного программирования) на ос-
нове производных принятого критерия в общем 
случае не позволяет получить искомое наилуч-
шее решение. Преодолеть эту проблему можно, 
многократно решая задачу при разных начальных 
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условиях и выбирая наилучший вариант из множе-
ства полученных. Понятно, что подобный подход 
существенно увеличивает время решения задачи.

В связи с этим в [8]был предложен метод нечет-
ких J-средних (FJM), сочетающий в себе стандарт-
ный FCM с элементами глобального случайного 
поиска [9-12]. FJM обеспечивает нахождение гло-
бального экстремума с высокой вероятностью, од-
нако время поиска может быть достаточно велико, 
что естественно, ограничивает возможности этого 
подхода.

Преодолеть указанные затруднения можно, 
воспользовавшись аппаратом гибридных систем 
вычислительного интеллекта (HSCI) [13-17], со-
четающих  в себе обучаемость искусственных ней-
ронных сетей, интерпретируемость результатов и 
возможность работы в условиях перекрывающихся 
классов систем нечетного вывода и высокую ско-
рость отыскания глобального экстремума, обеспе-
чиваемую эволюционными алгоритмами оптими-
зации, основанными на «роях частиц» (PCO).

1. Алгоритм нечеткой кластеризации на основе 
оптимизации с помощью кошачьих стай

В основе широко распространенного алгоритма 
вероятностной нечеткой кластеризации [5], лежит 
процедура минимизации целевой функции
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(здесь β  — неотрицательный параметр фаззифика-
ции (фаззификатор), задающий размытость границ 
между кластерами), в основе которой лежат стан-
дартные методы нелинейного (при β = 2  — квадра-
тичного) программирования.
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(здесь λ( )k  — неопределенные множители Лагран-
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которое при β = 2  совпадает с алгоритмом нечетких 
C -средних (FCM) Дж. Бездека [4]:
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В [7] была доказана сходимость процедур (3), 

(4) к локальному минимуму, при этом достижение 
глобального экстремума в общем случае не гаран-
тируется.

В работах [18-19] задача условной оптимизации 
(1), (2) была переформулирована в задачу безус-
ловной оптимизации целевой функции вида
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при β = 2  принимающей вид
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при этом интересно отметить, что в процессе ми-
нимизации (5), (6) отыскиваются только коорди-
наты центроидов A j mj , , ,...,=1 2 , а для нахождения 
уровней нечеткой принадлежности могут быть ис-
пользованы первые уравнения соотношений (3), (4).

Таким образом, задача нечеткой кластериза-
ции может быть сведена к поиску глобального 
экстремума целевых функций (5), (6). Для реше-
ния задачи могут быть использованы интенсивно 
развивающиеся в настоящее время в рамках HSCI 
эволюционные биоинспирированные «роевые» 
процедуры оптимизации [20], среди которых в 
качестве одних из наиболее быстродействующих 
можно отметить, так называемые, алгоритмы ко-
шачьих стай [21,22]. Заметим, что именно кошачьи 
стаи с успехом были использованы для решения 
задач четкой кластеризации в рамках процедуры  
K -средних [23,24], порождаемой целевой функ-
цией (1) при β → = { }1 0 1, ( ) ,U kj . В рамках этого 
подхода предполагается [23], что каждый центроид 
c j  представлен одной из кошек стаи, а конечное 
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решение определяется кошками, обеспечивающи-
ми минимум целевой функции E c j( )  (5) или (6).

В рамках стандартного «кошачьего» алгоритма 
[21, 22] предполагается, что каждая кошка catp  
стаи, состоящей из Q  особей ( , ,..., )p Q=1 2 , может 
находиться в одном из двух состояний: режиме по-
иска (Seeking Mode - SM) и режиме погони (Tracing 
Mode - TM). При этом режим поиска связан с мед-
ленными движениями с незначительной ампли-
тудой около исходной позиции (сканирование 
пространства в окрестности текущей позиции),а 
режим погони определяется быстрыми скачками 
с большой амплитудой и позволяет вывести кошку 
catp  из локального экстремума, если она туда по-
пала. Сочетание локального сканирования и рез-
ких изменений текущего состояния позволяет с 
большей вероятностью отыскать глобальный экс-
тремум по сравнению с традиционными методами 
многоэкстремальной оптимизации.

Процесс отыскания экстремума с помощью ко-
шачьей стаи может быть реализован в виде следую-
щей последовательности шагов:

Шаг CS 1: создать стаю из Q  кошек в виде на-
бора n-мерных векторов cp ( )0 , случайным обра-
зом распределенных на множестве допустимых 
значений аргументов Rc

n , т.е. c R Rp c
n n( )0 ∈ ⊂ ; оце-

нить значение оптимизируемой функции (фитнесс 
- функции) E cp( ( ))0 во всех Q  точках, при этом 
предполагается, что целью оптимизации является 
отыскание глобального минимума E c( ) .

Шаг CS 2: ввести параметр состояния SPC (self 
position consideration), принимающий два значе-
ния 1 или 0; случайным образом разделить стаю 
на две группы: кошки в поиске (SPC=1) и кошки в 
погоне(SPC=0).

Шаг CS 3: если SPC=1, запустить соответству-
ющую группу кошек в поиск, оставшихся кошек c 
SPC=0 запустить в режим погони.

Шаг CS 4: оценить значение фитнесс - функции 
и сохранить новые состояния cp ( )1 ,соответствую-
щие наименьшим значениям E cp( ( ))1 .

Шаг CS 5: вернуться к шагу CS1 с обновленной 
стаей c p Qp ( ), , ,..., .1 1 2=

Режимы поиска и погони могут быть реализо-
ваны параллельно и также состоять из последова-
тельности итераций. При этом режим поиска ко-
шачьей стаи соответствует процессу локального 
поиска в задаче оптимизации. Режим поиска опре-
деляется тремя основными факторами: объемом 
памяти поиска (seeking memory pool - SMP), ко-
торый определяет количество создаваемых копий 
каждой кошки catp , шагом изменения по каждой 
координате пространства Rc

n (seeking range of the 
selected dimension - SRD) и изменяемых координат 
(counts of dimension to change - CDC). Собственно 

режим поиска может быть реализован в виде следу-
ющей последовательности шагов:

Шаг SM 1: если SPC = 1, создать С (C=SMP)ко-
пий catp .

Шаг SM2: в соответствии с принятым CDC из-
менить состояние catp .

Шаг SM3: оценить значения оптимизируемой 
фитнесс-функции для каждого измененного со-
стояния catp .

Шаг SM 4: ввести вероятности выбора каждого 
изменяемого состояния

P
E c E c

E c E c
Tp

p p

p p

=
−

−
=

( ( )) ( ( ))

( ( )) ( ( ))
, , ,...,min

max min

τ τ
τ τ

τ 1 2

и кошку с максимальным значением Pp  исключить 
из дальнейшего рассмотрения. Кошка с Pp = 0  яв-
ляется «наилучшей» копией catp , поскольку ей со-
ответствует наименьшее значение оптимизируемой 
функции E cpmin ( ( ))τ .

Режим погони соответствует процессу глобаль-
ного поиска, позволяющего «проскакивать» ло-
кальные экстремумы оптимизируемой функции, 
и также может быть реализован в виде последова-
тельности шагов:

Шаг ТМ 1: если SPC = 0, для группы кошек  
в погоне рассчитать для каждой catp  скорости дви-
жения по каждой координате с помощью рекур-
рентного выражения

υ τ υ τ τ η τ τpi pi TM best i pir c c( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )),,+ = + −1

где υ τpi ( )  — скорость движения @-й кошки по i -й 
координате на τ -й итерации погони, 0 1< <r( )τ  — 
случайный параметр погони, ηTM  — постоянный 
шаг погони, cbest i, ( )τ  — наилучшее решение задачи 
оптимизации, полученное на τ -й итерации.

Шаг ТМ 2: ввести предельно возможные значе-
ния скоростей υmin  и υmax , для каждой кошки про-
верить условие

υ υ τ υmin max( )< + <pi 1

и если оно нарушается, положить υ τpi ( )+1  равным 
соответствующему значению υmin или υmax .

Шаг ТМ 3: изменить положение каждой кошки 
в погоне согласно соотношению

c cpi pi pi( ) ( ) ( ).τ τ υ τ+ = +1

Шаг ТМ 4:проверить, принадлежит ли cp ( )τ +1
Rc

n .
Можно заметить, что рассмотренный алго-

ритм поиска реализует по сути покоординатный 
спуск (метод Гаусса - Зайделя), требующий много-
кратного оценивания значений оптимизируемой 
функции и характеризующийся низкой скоростью 
сходимости. В режиме погони реализуется гради-
ентный поиск с большим шагом, что в общем случае 
не гарантирует отыскание глобального экстрему-
ма. В связи с этим представляется целесообразным 
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модернизировать процедуру оптимизации на осно-
ве кошачьих стай путем ее рандомизации на осно-
ве случайного поиска [9-11], обладающего целым 
рядом преимуществ перед детерминированными 
процедурами поиска экстремума.

2. Рандомизированный алгоритм оптимизации 
на основе кошачьих стай в задаче нечеткой 

кластеризации

Поскольку режим поиска SM есть по сути про-
цесс локальной оптимизации, движение каждой из 
кошек catp  с SPC=1 целесообразно организовать в 
антиградиентном направлении согласно стандарт-
ной рекуррентной градиентной процедуре

A A E Ap p SM p( ) ( ) ( ( )),
^τ τ η τ+ = − ∇1                (7)

где ∇^ ( ( ))E Ap τ  — оценка градиента оптимизируемой 
функции в точке Ap ( )τ , ηSM  — шаг поиска в про-
странстве RA

n .
Составляющие градиента ∇^ ( ( ))E Ap τ , являю-

щиеся частными производными 
∂

∂
E A

A
p

p

( ( ))τ
, могут 

быть оценены путем измерения оптимизируемой 
функции в пробных состояниях в окрестности 
точки Ap ( )τ . Наиболее простым с вычислительной 
точки зрения является поиск с центральной про-
бой [9], при этом производится оценка оптимизи-
руемой функции в ( )n +1 -й точке ( ) ( ):CDC n Ap= τ ,  
A ep SRD( )τ η+ 1 , A e A ep SRD p SRD n( ) ,..., ( )τ η τ η+ +2 , где ei

— координатные орты, ηSRD  — величина пробного 
шага, определяемая принятым значением SRD.

Определив n +1  значение функции E Ap( ( ))τ , 
E A e E A ep SRD p SRD n( ( ) ),..., ( ( ) )τ η τ η+ +2 , вместо гради-
ента

∇ =
∂

∂
∂

∂
∂

∂




E A

E A

A

E A

A

E A

Ap
p

p

p

p

p

pn

( ( ))
( ( ))

,
( ( ))

,...,
( ( ))

τ
τ τ τ

1 2






T

,

 можно ввести его оценку ∇^ ( ( ))E Ap τ  с компонентами 

∂
∂

= +( ) −

− =

E A

A
E A e

E A i

p

pi SRD
p SRD i

p

^
( ( ))

( ( ))

( ( )), , ,...,

τ
η

τ η

τ

1

1 2 nn.

Реализовав далее шаг в пространстве Rc
n  в соот-

ветствии с (7), приходим к новому состоянию catp  
в режиме поиска с координатами

c c E c e E c

c

p p
SM

SRD
p SRD p

p

1 1 1

2

1

1

( ) ( ) ( ( ( )) ) ( ( )),

( )

τ τ
η
η

τ η τ

τ

+ = − + −

+ == − + −

+ =

c E c e E c

c c

p
SM

SRD
p SRD p

pn pn

2 2

1

( ) ( ( ( )) ) ( ( )),

...

( )

τ
η
η

τ η τ

τ (( ) ( ( ( )) ) ( ( )).τ
η
η

τ η τ− + −

















SM

SRD
p SRD n pE c e E c

Можно заметить, что в случае 

E c E cp p( ( )) ( ( ))τ τ+ <1 ,

catp  приближается к локальному минимуму, т.е. 
улучшает свое состояние и может далее оставаться 
в режиме поиска. Если же 

E c E cp p( ( )) ( ( ))τ τ+ ≥1 ,

catp  находится в окрестности локального мини-
мума, вывести из которого ее можно, переведя в 
режим погони.

В качестве недостатка этой процедуры опти-
мизации можно отметить фиксированное зна-
чение CDC n= , что требует поочередного изме-
нения всех координат catp  в пространстве Rc

n . 
Расширить возможности процесса поиска можно, 
обратившись к рандомизированным процедурам, 
простейшей из которых является чисто случайная 
оценка направления спуска, смысл которой со-
стоит в том, что из состояния cp ( )τ делается слу-
чайная проба cp SRD( )τ η+ Ξ , где Ξ = ( , ,..., )ξ ξ ξ1 2 n

T  
— единичный случайный вектор, равномерно рас-
пределенный в пространстве Rc

n . В случае, если 
c E cp SRD p( ) ( ( ))τ η τ+ <Ξ , делается рабочий шаг по-
иска 

c cp p SM( ) ( )τ τ η+ = −1 Ξ                            (8)

(при этом можно принять η ηSRD SM= ), в противном 
случае проба признается неудачной и реализуется 
попытка с новым вектором Ξ .

Обобщением этой процедуры является оценка 
направления поиска по  наилучшей из нескольких 
случайных проб. При этом из исходного состояния 
cp ( )τ  делается несколько случайных проб оптими-
зируемой функции cp SRD l( )τ η+ Ξ  в случайных на-
правлениях Ξl l n L( , ,..., ,..., )=1 2 , при этом фактор 
CDC может превышать значение n. За направле-
ние спуска выбирается то направление Ξ* , которое 
обеспечило наименьшее значение функции E cp( ) ,  
т.е. catp  переводится в новое состояние согласно 
выражению

c cp p SRD( ) ( ) .*τ τ η+ = +1 Ξ                      (9)

Заметим также, что при L =1 , процедуры (8) и 
(9) совпадают.

Объединяя описанные процедуры поиска, мож-
но ввести в рассмотрение поиск на основе стати-
стического градиента. В этом случае за оценку 
градиента принимается средневзвешенное из L  
случайных направлений, каждое из которых бе-
рется с весом, соответствующим вариации E cp( )  
вдоль этого направления:

∇ = −
+( ) −( )
+

=
∑

^
( ( ))

( ) ( ( ))

( )

E c
E c E c

E c
p

l p SRD l p
l

L

l p SRD

τ
τ η τ

τ η

Ξ Ξ

Ξ

1

ΞΞl p
l

L

E c( ) −( )
=
∑ ( ( ))

.

τ
1

(10)
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Подставляя далее (10) в (9), получаем процедуру 
градиентного спуска в направлении минимума оп-
тимизируемой функции.

Таким образом, все кошки с SPC=1 смещаются 
в направлении локальных минимумов оптимизи-
руемой функции.

Режим погони ТМ в отличие от локального ре-
жима поиска SM обеспечивает общей процедуре 
оптимизации на основе CS глобальные свойства, 
позволяющие не застревать ей в локальных экс-
тремумах. Понятно, что кроме рассматриваемых 
процедур существуют и другие алгоритмы, облада-
ющие требуемыми свойствами.

Одним из таких наиболее эффективных чис-
ленно простых алгоритмов является метод тяже-
лого шарика, опирающийся на аналогию движе-
ния тяжелого тела по искривленной поверхности 
с учетом сил тяжести и трения. При этом в силу 
инерции шарик-кошка «проскакивает» локаль-
ные экстремумы, а в силу трения движение должно 
остановиться в глобальном экстремуме.

Данный алгоритм для кошек в режиме погони 
(SPC=0)может быть записан в виде [25]

c

c c c E c

p

p p p TM p

( )

( ) ( ( ) ( )) ( ( )),
^

τ

τ α τ τ η τ

+ =

− − − − ∇

1

1      (11)

где α  — параметр, определяющий инерционные 
свойства процесса погони. При α = 0  (11) полностью 
совпадает c (7), отличаясь только шагом ηS .При 
α =1  процесс погони становится незатухающим, 
поэтому этот параметр выбирается в интервале 
0 1< <α , при этом чем ближе α  к единице, тем силь-
нее проявляются инерционные свойства, однако 
процесс слабо затухает в окрестности экстремума.  
В связи с этим целесообразно каждой кошке  
с SPC=0 назначить разные значения параметра α .

Заметим также, что в процедуру (11) может быть 
введена случайная компонента, вводящая допол-
нительное «рыскание» в процесс погони, улучша-
ющее глобальные свойства алгоритма. При этом 
(11) модифицируется к виду

c c c c

E c

p p p p

TM p SRD

( ) ( ) ( ( ) ( ))

( ( )) ,
^

τ τ α τ τ

η τ η

+ = − − − −

− ∇ +

1 1

Ξ

т.е. catp  одновременно находится и в режиме погони 
и в режиме поиска-сканирования пространства Rc

n .

3. Экспериментальные исследования

Эксперименты по кластеризации FCMCSO 
проводились с использованием четырех наборов 
данных: Iris, Cancer, Wine and Glass. Каждый из на-
боров данных имеет ряд параметров, представлен-
ны в таблице 1.

Таблица 1

Характеристические параметры выборок 

Название  
выборки

Число 
классов

Число
атрибутов

Кол-во 
набл.

Iris 3 4 150
Cancer 2 9 683
Wine 3 13 178
Glass 6 8 214

Таблица 2

Параметры алгоритма нечеткой кластеризации  
на основе оптимизации стаи кошек (FCMCSO)

Параметры Значения
Поиск диапазона выбран-

ного измерения (SRD)
Случайно [0,1]

Поиск пула памяти(SMP) 5
Размер популяции Количество кластеров

r1
Случайное значение  

в диапазоне[0,1]
c1 Константа

Самооценка позиции (SPC)
Случайно в диапазоне 

[0,1]
Количество итераций Manually

Таблица 3

Сравнительные результаты временной обработки  
алгоритмов кластеризации таких, как FCM, PSO,  

GSA, CSO и FCMCSO 

Название  
выборки F

C
M

P
S

O

G
S

A

C
S

O

F
C

M
C

S
O

Iris

0.
00

8

0.
02

0

0.
02

2

0.
04

3

0.
01

2

Cancer

0.
00

9

0.
13

8

0.
20

4

0.
02

6

0.
00

7
Wine

0.
00

9

0.
28

2

0.
09

8

0.
07

6

0.
01

3

Glass

0.
01

0

0.
43

1

0.
43

1

0.
02

1

0.
02

0

Таблица 4

Результаты кластеризации CSO и FCMCSO  
с различным количеством итераций (средняя ошибка в %)

Название
выборки

Количество  
итераций CSO

Количество  
итераций FCMCSO

50 10
0

15
0

50 10
0

15
0

Iris

23
.3

4

20
.8

4

21
.6

7

17
.5

5

14
.7

8

16
.4

6

Cancer

40
,2

3

40
,5

5

41
,4

7

38
.8

9

39
.2

2

39
.1

5

Wine

24
,5

5

21
,4

4

22
,2

0

18
.4

3

17
.3

7

16
.3

2

Glass

56
.3

4

56
.4

8

55
.6

7

51
.6

3

51
.7

49
.7

9

Нечеткая кластеризация массивов данных на основе эволюционного метода оптимизации кошачьих стай
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Выводы

Рассмотрена задача нечеткой кластеризации 
массива наблюдений на основе нечеткого веро-
ятностного подхода, в основу которого положен 
алгоритм нечетких С-средних, переформулиро-
ванный в задачу безусловной многоэкстремальной 
оптимизации. Для решения задачи использована 
рандомизированная модификация алгоритма оп-
тимизации кошачьих стай, отличающаяся от из-
вестной введением в процессы поиска и погони 
элементов случайного поиска. Использование 
рандомизированной модификации позволило 
улучшить точность определения направления дви-
жения в режиме кошачьего поиска и улучшить 
глобальные свойства процедуры в режиме погони, 
что, в свою очередь, улучшает качество решения 
собственно задачи кластеризации. Использование 
эволюционного метода оптимизации кошачьих 
стай позволило упростить численную реализацию 
процесса кластеризации, сократить необходимый 
объем стаи и исключить использование, так назы-
ваемых, копий каждой кошки.
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