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ОНЛАЙН ДОСТОВІРНА НЕЧІТКА КЛАСТЕРІЗАЦІЯ ДАНИХ  
З ВИКОРИСТАННЯМ ФУНКЦІЇ НАЛЕЖНОСТІ СПЕЦІАЛЬНОГО ТИПУ

Предложен онлайн метод достоверной нечеткой кластеризации, предназначенный для анализа данных, 
последовательно поступающих на обработку. Особенностью развиваемого подхода является использование 
функции принадлежности специального вида, описываемой функции плотности распределения Коши. Соб-
ственно процедура уточнения центроидов кластеров является по сути правилом самообучения «Победитель 
получает больше»(WTM), в котором функция соседства порождается введенной функцией принадлежности. 

Нечеткая кластеризация, Обработка, Градиентная оптимизация, Функция при-
надлежности.

Запропоновано онлайн метод достовірної нечіткої кластеризації, призначений для аналізу даних, послідовно 
надходять на обробку. Особливістю розвиваючого підходу є використання функції належності спеціального 
виду, описуваної функції щільності розподілу Коші. Власне процедура уточнення центроїд кластерів є по суті 
правилом самонавчання «Переможець отримує більше» (WTM), в якому функція сусідства породжується 
введеної функцією приналежності. 

Нечітка кластеризація, Обробка, Градієнтна оптимізація, Функція належності.
An online method of reliable fuzzy clustering is proposed, designed to analyze data sequentially received for pro-

cessing. A feature of the developed approach is the use of the membership function of a special kind described by the 
density function of the Cauchy distribution. The actual procedure for clarifying the centroids of clusters is essentially a 
self-learning rule “The Winner Takes More” (WTM), in which the neighborhood function is generated by the introduced 
membership function. 

Fuzzy clustering, Processing, Gradient optimization, PROCESSING, Accessories 
function.

Вступ

Задача кластеризації (класифікації в режимі само-
навчання) багатовимірних даних є важливою части-
ною інтелектуального аналізу даних (Data Mining), 
в рамках якої склався ряд напрямків і підходів [1, 2]. 
Один з таких напрямків утворюють методи нечіткої 
(фаззі-) кластеризації, в основі яких лежить припу-
щення що класи-кластери, які формуються, взаємно 
перетинаються так, що кожен вектор-спостереження 
з різними рівнями належності-ймовірності-можли-
вості може належати одночасно до декількох класів 
одночасно.

Тут найбільш широкого поширення набули алго-
ритми ймовірнісної нечіткої кластеризації і, перш за 
все, метод нечітких с-середніх (FCM) [3, 4]. Цей підхід 
обмежується ймовірнісними обмеженнями на рівні 
належності так, що «забруднені» збуреннями і вики-
дами спостереження можуть бути віднесені до різних 
класів з практично однаковими рівнями належності. 

У зв’язку з цим в [5] був запропонований можливіс-
ний підхід до нечіткої кластеризації (PCM) більш стій-
кий до шумів і збурень. Разом з тим PCM-алгоритми 

страждають від, так званої, проблеми співпадіння, 
коли в процесі обробки інформації деякі кластери по-
чинають зливатися один з одним, що в результаті веде 
до невірної оцінки кількості сформованих кластерів.

Цих недоліків позбавлені алгоритми достовірної 
нечіткої кластеризації [6-8], засновані на апараті те-
орії достовірності [9]. В рамках цього підходу в про-
цесі розрахунків оцінюються не тільки рівні нечіткої 
належності, але і рівні довіри, що засновані на мірі 
належності спеціального виду [10]. Результати експе-
риментів показали [7, 8], що достовірний підхід забез-
печує більш високу якість кластеризації в порівнянні 
з ймовірнісними і можливісними методами.

Вихідною інформацією для рішення задачі нечіт-
кої кластеризації є масив n -вимірних векторів спо-
стережень 1 2{ , ,..., }N

nX x x x R= ⊂ , ( ) ,   1, 2,...,x k X k N∈ = ,  
який повинен бути розбитий на m  класів-кластерів  
з деяким рівнем належності-можливості-досто-
вірності ( )qU k  k -го вектора kx - q му кластеру 
(1 ,1 )m N q m< < ≤ ≤ . Необхідно також відзначити, 
що вихідні дані попередньо передоброблені так, що 

1 1kix− ≤ ≤ (1 )i n≤ ≤ , де kix  i -та компонента вектора 

kx . 
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Таким чином, завдання кластеризації вирішується 
в пакетному режимі, коли весь масив даних обробля-
ється багаторазово на основі почергового оцінювання 
[8]. Якщо ж дані надходять на обробку в вигляді пото-
ку або утворюють надвеликі масиви, пакетний режим 
не дозволяє ефективно вирішити цю задачу.

У цій ситуації найбільш ефективними є рекурентні 
процедури нечіткої кластеризації, що дозволяють ви-
рішувати задачу в online режимі, уточнюючи резуль-
тати в міру надходження кожного нового спостере-
ження. Так, в [11,12] були запропоновані рекурентні 
варіанти FCM, які є по суті градієнтними процедура-
ми оптимізації прийнятої цільової функції, а в [13,14] 
були введені рекурентні модифікації PCM, що при-
значені для послідовної обробки даних.

У зв’язку з цим є доцільною розробка рекурентной 
модифікації методу достовірної нечіткої кластериза-
ції, що дозволяє уточнювати характеристики класте-
рів у міру надходження кожного нового спостережен-
ня.

1. Рекурентний метод достовірної нечіткої 
кластеризації (RCCM)

Найбільш популярний метод ймовірнісної нечіт-
кої кластеризації пов’язаний з мінімізацією цільової 
функції [4]
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задачу нелінійного програмування за допомогою ме-
тоду невизначених множників Лагранжа, приходимо 
до відомого результату

( ) ( ) ( )( ) ( )

111
11 1  2

,
1

2 ,,
m

l
q k q k lU k D x w D x w

βττ τ β

−

−+ −

=

    =   

 
  
  
  



 


   
∑ (2)

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1

1 1 1

1 1
 

N N
q q k q

k k
w U k x U k

β βτ τ τ
−

+ + +

= =

 
=   

 
∑ ∑ ,    (3)

де ( )qU k -рівень належності векторного спостере-
ження kx  q -му кластеру (1 )qCl q m≤ ≤ , qw  — про-
тотип-центроїд q -го кластера, 1β >  фаззіфікатор, 
що визначає «розмитість» границь між класами, 

( ),k qD x w  — відстань між 
k

x  и qw  в прийнятій метри-
ці, 0,1,2,τ = …  — індекс епохи обробки інформації в 
режимі поперемінного оцінювання. При цьому процес 
обчислень триває до виконання умови

1 ,− ≤ ε∀ ≤ ≤w w q m
де ε  — наперед заданий поріг точності обчислень.

В разі 2β =  і евклідової метрики

( ) 22
2

,k q k qD x w x w= − , 

приходимо до популярного алгоритму нечітких 
с-середніх (FCM) [13] виду 
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Якщо дані надходять на обробку послідовно в 
онлайн режимі, завдача нелінійного програмування 
може бути вирішена за допомогою алгоритму Ерроу-
Гурвіца-Удзави, що є за суттю градиєнтною процеду-
рою пошуку сідлової точки функції Лагранжа на осно-
ві критерія (1) з обмеженнями на суму належностей.

При цьому співвідношення (2), (3) можуть бути 
переписані у формі
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(тут ( )kη  – параметр кроку навчання, а (4), (5)
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            (7)

що є узагальненням рекурентних процедур Парка-
Деґґера [11] і Чанґа-Лі [12].

Можливісні алгоритми нечіткої кластеризації за-
сновані на мінімізації цільової функції [5]

( )( ) ( ) ( ) ( )( ), , , 1 ,E U k w U K D x w U kµ µ= + −             (8)

де 0qµ ≥  визначає відстань, на якій рівень належ-
ності приймає значення 0,5, тобто. (k) 0qU = , якщо 

2D ( , )k qx w µ= .
Мінімізація критерія (8) дозволяє отримати аналі-

тичний розв’язок у вигляді 
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який у квадратичному випадку набуває форму
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Онлайн версії (9)-(14) при цьому мають вигляд 
[13,14] 
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і (при 2β = )
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Достовірна нечітка кластеризація пов’язана з міні-
мізацією цільової функції

( )( ) ( ) ( )2

1 1
, ,
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q q q k q

k q
E Cr k w Cr k D x wβ
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за обмежень 

( )0  1 , ;qCr k q k≤ ≤ ∀ supCr (k) 0,5q k≥ ∀ ;

( ) ( ) 1q lCr k supCr k+ =
 

для будь-яких q  и k , для яких ( ) 0,5qCr k ≥ . Тут ( )qCr k  
– достовірність того, що спостереження kx  належить 
кластеру qCl . При цьому рівень достовірності розра-
ховується на основі функції приналежності [15]

                 ( ) ( )( ),U k D x wϕ= ,                       (18)

що задовольняє умовам:

– ( )qϕ ⋅  монотонно зменшується на інтервалі [0, ]∞ ,

– ( ) 10qϕ = ,

– ( ) 0qϕ ∞ → .

Нескладно помітити, що функція (18) є за суттю 
мірою подібності, заснованій на відстані [16]. 

В якості такої функції в [15] було запропоновано 
використовувати вираз

           ( ) ( )( ) 12 , ,1q k qU k D x w
−

= +                   (19)

що є звичайною дзвонуватою функцією належності, 
яка використовується в системах нечіткого виснову-
вання.

Цікаво зауважити, що вираз (2) може бути перепи-
саний у формі 
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а для евклідовой метрики і 2β =  приймає вид функції 
щільності розподілу Коші з параметром ширини  

2
qσ  [16]   
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Нескладно бачити, що функція належності (19) є 
окремим випадком (21) при 2 1qσ = .

Остаточно пакетний алгоритм достовірної нечіт-
кої кластеризації може бути записаний у формі [7,8]:

               ( ) ( ) ( )( ) 1
1 21 ,q k qU k D x wτ τ

−
+  = + 

 
,               (23)

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
111 1* supq q lU k U k U kττ τ

−
++ +  =  

 
,      (24)

        
( ) ( ) ( ) ( )1 ( 1)1 1 sup

2q q l
l q

Cr k U k U kτ τ+ ∗ + ∗

≠

 
= + −  

 
,     (25)

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1

1 1 1

1 1
 

N N
q q k q

k k
w Cr k x Cr k

β βτ τ τ
−

+ + +

= =

 
=   

 
∑ ∑ (26)

На підставі (17), (21)-(26) можна записати онлайн 
версію алгоритма достовірної нечіткої кластеризації у 
вигляді

          

( ) ( )

( )
( )

( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1

22
1

1

12
1
2

1*
1

* *

1

1 ,

1  1 ,
1

1 sup 1  ,

11 1 1 sup 1 ,
2

1  1 1 .

m
q k l

l
l q

k q
q

q lk

q l
l q

q q q k q

q

q

k x w k

x w k
U k

k

U U k U k

Cr k U k U k

w k w k k Cr k x w kβη

σ

σ

−

−
+

=
≠

−

+

−
+

≠

+

 
 
 + = −
 
 
 

 − + = + + 
 

= + +

 
+ = + + −










+ 




 








+




= + +




+



−





∑

 (27)

Як видно, з обчислювальної точки зору online ал-
горитм достовірної нечіткої кластеризації не складні-
ше рекурентних версій FCM і PCM, зберігаючи при 
цьому переваги достовірного підходу.
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2. Результати обчислювального експерименту

Щоб перевірити ефективність розроблених ме-
тодів, а також довести їх переваги перед аналогами, 
експериментальні дослідження були проведені за до-
помогою двох різних баз даних. Також проведено по-
рівняльний аналіз якості кластеризації даних щодо 
основних характеристик оцінок якості, таких як: ко-
ефіцієнт розподілу (ПК), що визначає «перекриття» 
між групами точок; індекс розділу (SC), що кількісно 
визначає співвідношення суми компактності та роз-
діленості кластерів; індекс Сі і Бені (XB), що вимірю-
ють співвідношення загальної мінливості всередині 
кластерів та їх поділу.

Таблиця 1

Оцінка якості методів нечіткої кластеризації  
за допомогою першого набору даних

Методи кластеризації  
данних

Перший набір данних

PC SC XB

Fuzzy C-means (FCM) 0.50 1.62 0.19

Gustafson-Kessel 0.27 1.66 1.62

Gath-Geva 0.25 1.54 1.35

Адаптивна ймовірнісна нечітка 
кластерізація

0.25 1.44 0.01

Адаптивна нечітка можлива 
кластерізація даних

0.26 1.22 0.01

Адаптивна нечітка достовірна 
кластерізація даних

0.21 1.13 0.01

     Таблиця 2

Оцінка якості методів нечіткої кластеризації  
за допомогою другого набору даних

Методи кластеризації  
данних

Другий набір данних

PC SC XB

Fuzzy C-means (FCM) 0.48 1.60 0.19

Gustafson-Kessel 0.26 1.64 1.62

Gath-Geva 0.26 1.50 1.35

Адаптивна ймовірнісна нечітка 
кластерізація

0.25 1.42 0.01

Адаптивна нечітка можлива 
кластерізація даних

0.37 1.11 0.18

Адаптивна нечітка достовірна 
кластерізація даних

0.23 1.22 0.01

Порівняно з відомими методами запропонова-
ний підхід до онлайн кластеризації даних демонструє 
дещо надійніші результати.

Висновок

Розглянуто задачу нечіткої кластеризації на основі 
ймовірнісного, можливісного і достовірного підходів 
на основі пакетного і online режимів надходження і 
обробки інформації. Введена рекурентна версія до-
стовірного алгоритму, що є за суттю процедурою гра-
дієнтної оптимізації прийнятого критерія нечіткої до-
стовірної кластеризації.
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