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КЕРУВАННЯ НЕЛІНІЙНИМИ ТЕХНОЛОГІЧНИМИ ОБ’ЄКТАМИ 
З ВИКОРИСТАННЯМ НЕЧІТКИХ PDC-РЕГУЛЯТОРІВ

Досліджено особливості побудови алгоритмів PDC - керування нелінійними об’єктами з використанням 
дискретних локальних ТС-моделей. Запропоновано схеми PDC – регуляторів з компенсацією статистичних 
помилок за рахунок введення в структуру системи керування цифрових інтеграторів і наступного обчислення 
коефіцієнтів регулятора для кожної з афінних підмоделей. Наведено результати моделювання розглянутої 
схеми для керування нелінійними технологічними процесами. Визначено перспективи використання запро-
понованого підходу.

PDC-керування, Нечіткий регулятор, Компенсація статичних помилок

Исследованы особенности построения алгоритмов PDC - управления нелинейными объектами с ис-
пользованием дискретных локальных ТС-моделей. Предложены схемы PDC - регуляторов с компенсацией 
статистических ошибок за счет введения в структуру системы управления цифровых интеграторов и последу-
ющего вычисления коэффициентов регулятора для каждой из аффинных подмоделей. Приведены результаты 
моделирования рассматриваемой схемы для управления нелинейными процессами. Определены перспективы 
использования предложенного подхода.

PDC-управление, Нечеткий регулятор, Компенсация статических ошибок

The features of the construction of PDC algorithms - control of nonlinear objects using discrete local TS-models 
are investigated. Schemes of PDC - controllers with compensation of static errors due to the introduction of digital 
integrators into the control system structure and the subsequent calculation of controller coefficients for each of the 
affine submodels are proposed. The simulation results of the considered scheme for controlling nonlinear processes are 
presented. The prospects of using the proposed approach are determined.

PDC-Control, Fuzzy Regulator, Static Error Compensation

Вступ

Вирішення проблеми створення цифрових регуля-
торів для складних багатопараметричних технологіч-
них об’єктів (в енергетиці, хімічній технології тощо) 
може бути засноване на описі динаміки цих об’єктів 
нечіткими моделями, в яких залежності між вхідними, 
вихідними змінними і змінними станів представля-
ються за допомогою нечітких правил [1]. Завдання не-
чіткої ідентифікації та нечіткого керування пов’язані 
з необхідністю застосування різних методів апрокси-
мації нечітких систем [2, 3].

Такі методи можуть бути, зокрема, засновані на 
застосуванні нечітких моделей типу Такагі-Сугено 
(ТС [4]). У порівнянні з іншими підходами до моде-
лювання керованих процесів нечітке моделювання 
типу ТС не вимагає попередніх знань рівнянь дина-
міки системи, а ґрунтується тільки на реєстрованих 
даних. Декомпозиція нелінійної динаміки системи 
за допомогою локальних підмоделей може служити 
альтернативою вирішення проблем моделювання та 
управління для нелінійних об’єктів відносно простим 

способом. Після моделювання здійснюється синтез 
нечіткого ТС- керування на основі отриманої моделі. 

Нечітке ТС-керування отримало розвиток в систе-
мах керування нелінійними об’єктами різного функ-
ціонального призначення, в тому числі мобільними 
роботами та неперервними технологічними агрега-
тами [5, 6]. Зокрема, перспективним є використання 
нечітких регуляторів з ТС-моделлю для керування 
газоперекачувальними агрегатами (ГПА) компресор-
них станцій газотранспортної системи [7].

У контурах керування з ТС-моделями широко за-
стосовуються нечіткі регулятори типу PDC (регуля-
тори з паралельною розподіленою компенсацією – 
parallel distributed compensation) і квадратичний синтез 
[8]. Зокрема, інтерес представляє підхід до субопти-
мального лінійного квадратичного керування зі зво-
ротним зв’язком за станом, заснований на викорис-
танні афінної ТС-моделі в дискретному часі [9].

У даній роботі досліджується завдання розробки 
алгоритмів PDC-керування нелінійними об’єктами 
керування (ОК) з використанням дискретних 
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локальних ТС-моделей. Зокрема, одним з таких за-
вдань є побудова схем PDC-регуляторів з компен-
сацією статичних помилок за рахунок введення в 
структуру системи керування цифрових інтеграторів 
і наступного обчислення коефіцієнтів регулятора для 
кожної з афінних підмоделей. Прикладним застосу-
ванням таких регуляторів може бути оптимізація тех-
нологічних режимів роботи ГПА.

1. Принцип побудови субоптимальних нечітких PDC-
регуляторів

Концепція PDC-керування передбачає побудову 
лінійного закону керування зі зворотним зв’язком 
за станом для кожної локальної моделі нечіткої сис-
теми. Синтез закону керування полягає у визначенні 
для кожної з локальних моделей матриць коефіцієн-
тів, наприклад, використовуючи LMI-оптимізацію 
(за допомогою лінійних матричних нерівностей 
(linear matrix inequalities – LMI)) або оптимізацію за 
квадратичним критерієм з використанням лінійних 
квадратичних регуляторів (LQR) [10]. У даній роботі 
основна увага приділена другому підходу. Мінімізація 
квадратичного критерію є одним з методів, зручним 
для визначення структури керування зі зворотним 
зв’язком за станом для лінійних багатовимірних сис-
тем. Використовуючи цей підхід, можна поширити 
класичні результати оптимального керування для ло-
кальних моделей загальної афінної ТС-моделі.

Як вже було зазначено, застосування нечітких 
ТС-моделей є одним з напрямків рішення загальної 
проблеми моделювання нелінійної системи з застосу-
ванням декомпозиції загальної моделі на сукупність 
більш простих (локальних) лінійних моделей. Такий 
підхід дає ефективні засоби представлення невизна-
ченості, пов’язаної із завданням декомпозиції, що 
дозволяють врахувати зв’язки між лінійними підсис-
темами і об’єднати знання різних типів. В цьому ви-
падку нечітку ідентифікацію можна розглядати як за-
дачу декомпозиції системи.

Розглянемо метод субоптимального PDC-
керування зі зворотним зв’язком за станом, де. закон 
керування визначається тільки для кожної з лінійних 
підмоделей. На рис. 1 наведено загальну схему нечіт-
кого PDC- керування.

Дослідимо особливості побудови законів LQR- 
керування для дискретних афінних ТС-моделей, що 
становлять основу PDC-схеми, наведеної на рис. 1.

Розглянемо модель в просторі станів, яка відпо-
відає нелінійній системі в дискретному часі наступ-
ного виду (для спрощення позначення x(k) замінено  
на xk  ):

x f x uk k k k+ = ( )1 , ,                               (1)

де k N= 0 1, ,...,  – дискретний час; xk  – вектор стану 
в момент k; uk  – вектор керування в момент k; x0  – 
початкові умови.

Рис. 1. Загальна схема нечіткого PDC-керування

Припустимо, що система (1) апроксимується не-
чіткою афінною ТС-моделлю, що складається з логіч-
но пов’язаних дискретних лінійних підмоделей виду:

x A x B u dk k k k k k+ = + +1 ;                      (2)

y C xk k k= ,

де yk  – вектор виходу; Ak , Bk , Ck  – матричні 
коефіцієнти; dk  – векторний коефіцієнт афінної 
моделі. 

Визначення оптимального керування по лінійним 
підмоделям з мінімізацією квадратичного критерію 
може здійснюватися за допомогою різних підходів 
(наприклад, динамічне програмування і принцип 
максимуму Понтрягіна, засновані на варіаційних ме-
тодах [19]). Далі ми приділимо увагу другому підходу. 
У цьому контексті важливим завданням синтезу LQR-
регулятора є знаходження закону керування, що до-
зволяє для лінійної афінної підсистеми, що описуєть-
ся рівнянням (2) з початковим станом, мінімізувати 
наступний квадратичний критерій

J x S x x Q x u R uN
T

N N
k

N

k
T

k k k
T

k k= + ( )
=

−

∑0 5 0 5
0

1

. . ,          (3)

де Sk , Qk , – симетричні позитивно напіввизначені 
матриці; Rk  – симетрична позитивно визначена ма-
триця.

Матриця Sk  зважує кінцевий стан, Qk  – еволюцію 
станів і Rk  – енергію керування. В процесі оптиміза-
ції критерій має сходитися, а підсистема (2) повинна 
бути стійкою. Метою оптимізації є отримання по-
слідовності керувань u u uN0 1 1, ,..., − , яка мінімізує (3).  
В цьому випадку гамільтоніан задається таким чином:

H x u x Q x u R u

A x B u d

k k k k
T

k k k
T

k k

k
T

k k k k k

, ,λ

λ

+

+

( ) = +( ) +
+ + +( )

1

1

1

2 .             (4)

Відповідно до теорії оптимального керування, за-
снованої на варіаційному численні, розглянемо такі 
рівняння:
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Рівняння станів:

x
H

A x B u dk
k

k k k k k+
+

=
∂
∂

= + +1
1λ

;                 (5)

Рівняння коефіцієнтів:

λ λk
k

k k k
T

k

H

x
Q x A*

*
* *=

∂
∂

= + +1 ;                      (6)

Рівняння стаціонарності:

∂
∂

= + +
H

u
R u B

k
k k k

T
k*

* *λ 1 .                           (7)

Згідно з (7), закон оптимального керування в розі-
мкнутому контурі набуде вигляду:

u R Bk k k
T

k
* *= − −

+
1

1λ .                           (8)

Відзначимо, що можливість інверсії матри-
ці Rk  обумовлюється її позитивною визначеністю. 
Підставляючи uk

*  в рівняння станів (5), отримуємо:

x A x B R B dk k k k k k
T

k k+
−

+= − +1
1

1
* * *λ .               (9)

Для випадку, коли кінцевий стан є вільним, відпо-
відна умова контуру визначається наступним чином:

λN
N

N
T

N N N Nx
x S x S x=

∂
∂ ( ) =0 5. .            (10)

Для отримання закону оптимального керування в 
замкнутому контурі необхідно представити функцію 
λk+1

*  в оптимальному керуванні (8) термами функ-
ції станів. Кінцева умова при цьому характеризуєть-
ся присутністю афінного терма в рівнянні стану (5), 
який будемо задавати наступним чином:

λk k k kP x q* *= + ,                           (11)

де матриця Pk  і вектор qk  мають бути заздалегідь 
визначені.

Підставляючи (11) в рівняння станів (9), з ураху-
ванням (6) отримуємо:

P x q Q x A P x qk k k k k k
T

k k k
* * *+ = + +( )+ + +1 1 1 ;      (12)

x A x B R B P x q dk k k k k k
T

k k k k+
−

+ + += − +( ) +1
1

1 1 1
* * * . (13)

З (13) випливає, що:

x I B R B P

A x B R B q d

k k k k
T

k

k k k k k
T

k k

+
−

+
−

−
+

= +( )
× − +( )

×1
1

1

1

1
1

*

* ,                (14)

де I  – одинична матриця.
Підставляючи (14) в (12), отримуємо:

P x q Q x A P

I B R B P A x B R B

k k k k k k
T

k

k k k
T

k k k k k k
T

* *

*

+ = +

× +( ) −

×+

−
+

− −

1

1
1

1 1 qq d

A q

k k

k
T

k

+

+

+( )( ) +
+

1

1

. (15)

Здійснимо верифікацію рівняння (15) (для всіх  
xk ) для двох наступних відносин:

P Q A P I B R B P Ak k k
T

k k k k
T

k k= + ++
−

+
−

1
1

1
1( ) ;           (16)

q A P I B R B P A qk k
T

k k k k
T

k k
T

k= +( ) ++
−

+
−

+1
1

1

1

1.           (17)

Вираз (16) відповідає матричному різницевому 
рівнянню Ріккаті (DRE – Difference Riccati Equation). 

Кінцева умова рішення (16) отримується відповідно 
до (10) і (11) у вигляді:

P SN N= ; qN = 0 .                          (18)

У рівнянні (16) терм Pk+1  знаходиться в правій 
частині, а – Pk  в лівій частині, що вимагає реаліза-
ції ітеративного рішення зі зростанням індексу часу з 
урахуванням фінальної умови (18). Аналогічна проце-
дура використовується і для розрахунку qk . Оскільки 
рекурсивні відносини визначені в інверсному часі, то 
практична реалізація керування, що здійснюється за 
виразами (8) і (11), вимагає перерахунку матриці Pk  
і вектора qk  для всіх моментів часу розглянутого го-
ризонту. Це викликає необхідність проведення обчис-
лень і запам’ятовування всіх результатів перед кож-
ною зміною задавального впливу. Очевидно, що це є 
істотним обмеженням для використання комп’ютерів 
в контурі керування.

Таким чином, доцільно для більшості практичних 
технічних додатків розглядати нескінченний гори-
зонт оптимізації (або, принаймні, дуже великий по 
відношенню до шкали часу даних фізичних процесів). 
Критерій мінімізації при цьому матиме такий вигляд:

J x Q x u R u
k

k
T

k k k
T

k k= +( )
=

∞

∑0 5
0

. .                      (19)

У разі стаціонарної системи ( A Ak = , B Bk =
, d dk = , C Ck = ) і при виконанні вимог до матриць  
Q  та R  можна показати, що рекурентні рівняння (16) 
і (17) сходяться до єдиних обмежених рішень P  та q  
відповідно, якщо підмодель є керованою. В цьому ви-
падку отримуємо:

P Q A P I BR B P AT T= + +( )− −1 1
.               (20)

Використовуючи лему про матричну інверсію:

M M M M M M M

M M M M M M

1 2 3 4
1

1
1

1
1

2

3
1

4 1
1

2

1

4 1
1

+( )
× +( )

×− − −

− − − −
,                (21)

з M I1 = ; M B2 = ; M R3
1= − ; M B PT

4 =  отримуємо 
алгебраїчне дискретне рівняння Ріккаті (DARE – 
Discrete Algebraic Riccati Equation):

A PA P A PB R B PB B PA QT T T T− − ( ) +( ) ( ) + =
−1

0 . (22)

Для вектора q , відповідно до (17), після рішення 
рівняння (22) отримуємо:

q I A P I BR B P BR AT T T= + +( )( ) ×− − −
−

1 1 1
1

.× +( )( )− −
A P I BR B PT T1 1

                    (23)

Це рівняння можна представити у вигляді:

q G FE Fd= +( )−1
,                       (24)

де      E BR BT= −1 ; F A P I EPT= +( )−1
;  G I AT= − .

Згідно з оптимальним керуванням (8) і рівнянням 
(11) отримуємо:
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u R B Px q

R B P Ax Bu d G FE Fd

k
T

k

T
k k

* *

* * ,

= − +( ) =
= − + +( ) + +( )( )

−
+

− −

1
1

1 1
 (25)

що призводить до наступного оптимального керування 
у замкнутому контурі:

u Kx Ndk k
* = − +( ) ,                           (26)

де                         ;K R B PB B PAT T= +( )−1

N R B PB B P G FE FT T= +( ) + +( )( )− −1 1
.

З огляду на, що нечіткий регулятор PDC викорис-
товує ті ж нечіткі набори, що і модель Такагі-Сугено, 
в ньому застосовуються ті ж функції належності. Для 
нечіткої афінної дискретної моделі ТС реалізація не-
чіткого регулятора PDC полягає у визначенні для 
i r=1 2, ,...,  правил моделі, коефіцієнтів зворотного 
зв’язку Ki  і складових в частині висновків Ni  відпо-
відно до (26), використовуючи такі правила Ri :

«Якщо z k1 ( )  є M i
1   і ... ..і z kp ( )   є M p

i ,                     (27)

то: u k K x k N di i( ) = − ( ) +( ) », де p  – кількість правил.

Вихід нечіткого регулятора формується таким чи-
ном:

u k h z k K x k N di i i
i

r

( ) = − ( )( ) ( ) +( )
=
∑

1

,             (28)

де                        h z k
w z k

w z k
i

i

ii

r( )( ) = ( )( )
( )( )=∑ 1

.

Для всіх k  мають виконуватися такі умови актива-
ції функцій належності:

h z kii

r ( )( ) ==∑ 1
1 ; w z ki ( )( ) ≥ 0 .                 (29)

Загальна схема керування з регулятором типу PDC 
для лінійних афінних підмоделей наведена на рис. 2.

Рис. 2. Схема нечіткого PDC-керування за станом  
для лінійних підмоделей

З огляду на властивості матриць S , Q  та R можна 
стверджувати, що рішення рівняння Ріккаті є симе-
тричним.

Треба також зазначити, що вираз (16) є уза-
гальненням алгоритму оптимального керування за 

квадратичним критерієм (LQR) для лінійних афінних 
систем виду (2). Дійсно, в разі d = 0  отримуємо стан-
дартне рівняння алгебри Ріккаті для дискретного часу.

2. Системи PDC-керування  
з компенсацією статичних помилок

Отримані результати дозволяють розрахувати за-
кон оптимального керування для кожної з локальних 
афінних моделей ТС. Глобальний закон керування 
типу PDC можна отримати шляхом дефазифікації 
нечіткої моделі. В цьому випадку не завжди можна 
гарантувати оптимальність результатів глобального 
керування. До сих пір розглядався загальний випадок 
керування для лінійних афінних моделей незалеж-
но від типу регулятора. Недоліком багатьох струк-
тур керування є наявність статичних помилок у разі 
ненульових задавальних вхідних значень. Це дуже 
небажано для практичних застосувань, для яких за-
давальні впливи мають ефективно відпрацьовувати-
ся. Розглянемо в першу чергу випадок компенсації 
помилок шляхом відповідного вибору статичного 
коефіцієнта і введенням в систему цифрових інтегра-
торів. Розглянемо алгоритм керування, що дозволяє 
компенсувати статичні помилки при постійних зна-
ченнях збурюючих сигналів, який передбачає вико-
ристання відповідного вибору статичних коефіцієнтів 
для підмоделей.

З урахуванням оптимального керування (26), до-
даючи задавальний вплив, отримуємо:

u Lr Kx Ndk k k= − +( ) ,                          (30)

де rk  – вхідний задавальний сигнал; L   – матриця ком-
пенсуючих коефіцієнтів; N – матриця, яку асоціюють 
з вектором взаємозв’язків d .

Підставляючи (30) в рівняння динаміки (2), а по-
тім визначаючи Z-перетворення для нульових почат-
кових умов, отримуємо наступне операторне рівнян-
ня для виходу підмоделі:

Y z C zI A BK BLr z Cz d( ) = − +( ) ( ) +− −1 1 .        (31)

Очевидно, що для отримання нульової статичної 
помилки при постійному значенні задавального сиг-
налу треба компенсувати складову, пов’язану з впли-
вом d . Для цього додамо матричну складову V  в рів-
няння керування (30):

u Lr Kx N V dk k k= − + +( )( ) .                  (32)

У цьому випадку застосування Z-перетворення для 
нульових початкових умов призводить до наступного 
операторного рівняння для виходу підмоделі:

Y z C zI A BK BLr z BN BV I d( ) = − +( ) ( ) − + −( )( )−1
. (33)

Для постійного значення r rk =  важливим завдан-
ням керування є отримання нульової статичної по-
милки:

lim lim
t

k
z

y z Y z r
→∞ →

= −( ) ( ) =
1

1 .                   (34)

Удовенко С.Г., Келембет Д.В., Затхей В.А. 
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Відповідно до (33) та (34) отримуємо: 

lim lim
t

k
z

y r z C zI A BK

BL
rz

z
BN BV I

dz

z

→∞ →

−= = −( ) − +( )

−
− + −

−



1

1
1

1 1








,

          (35)

звідки випливає, що:

r C I A BK BLr BN BV I d= − +( ) − + −( )( )−1
.   (36)

Для отримання нульової статичної помилки ево-
люція (36) вимагає виконання наступних умов:

L MB= ( )−1
; ,M BN BV I d+ −( ) = 0             (37)

де M C I A BK= − +( )−1
.

З урахуванням розмірностей матриць A , B , C , 
K  матриця MB  може бути інвертована лише за умо-
ви, що підмоделі мають однакову розмірність входів 
та виходів, тобто p m= , і що результуюча матриця не 
є особливою. Оскільки розглянута структура забез-
печує стійкість контуру підмоделі, то коректність цієї 
умови передбачає можливість виконання обчислень з 
використанням матричних рівнянь (37).

З другої умови (37) випливає, що:

V LM N= − .                              (38)

Підставляючи (38) в (32), отримуємо наступну мо-
дифікацію закону керування:

u Lr Kx Tdk k k= − +( ) ,                      (39)

де T LM MB M= = ( )−1
.

Для нечіткої афінної дискретної ТС-моделі синтез 
нечіткого PDC-регулятора з компенсуючим статич-
ним коефіцієнтом полягає у визначенні правил моде-
лі; коефіцієнтів компенсації; коефіцієнтів зворотного 
зв’язку і коефіцієнтів для подальшого формування 
висновків відповідно до (39), використовуючи прави-
ла такого вигляду:

«Якщо z k1 ( )  є M i
1   і ... ..і z kp ( )   є M p

i ,                     (40)

то: u k L r k K x k T di i i( ) = ( ) − ( ) +( ) », 

де p – кількість правил.

Таким чином, остаточний закон керування, що 
формується досліджуваним нечітким регулятором, 
має наступний вигляд:

u k h z k L r k K x k T di i i i
i

r

( ) = ( )( ) ( ) − ( ) +( )( )
=
∑

1

,     (41)

де h z k
w z k

w z k
i

i

ii

r( )( ) = ( )( )
( )( )=∑ 1

.

З урахуванням рівняння (41) загальна структура 
розподіленого PDC-керування з компенсуючим ста-
тичним коефіцієнтом для лінійних афінних підмоде-
лей може бути представлена схемою, що наведено на 
рис. 3.

Рівняння (38) дозволяє розраховувати закон ке-
рування, що компенсує статичні помилки тільки для 
постійних значень задавальних сигналів. Однак при 

наявності параметричних змін у ТС-моделі виникає 
необхідність компенсації помилок для змінних зна-
чень задаючих сигналів, що вимагає ускладнення 
структури керування.

Рис. 3. Схема PDC-керування з компенсуючим статичним 
коефіцієнтом для лінійних нечітких підсистем

Підвищити ефективність (з точки зору компенса-
ції помилок для змінюваних значень задавальних сиг-
налів) PDC- керування можна введенням в структуру 
системи цифрових інтеграторів і наступним обчис-
ленням коефіцієнтів регулятора для кожної з афінних 
підмоделей. Використовуючи для цифрового інтегру-
вання метод прямокутників, отримуємо рівняння та-
кого вигляду:

v v T e v T r yk k e k k e k k+ = + ⋅ = + ⋅ −( )1                 (42)

де Te  – період дискретизації; ek  – вектор помилки між 
задавальним сигналом rk  і вимірюванням виходу yk .

Якщо система керування містить p входів і m  ви-
ходів, то в разі p m≤  кожен додатковий вихід будемо 
асоціювати з одним інтегратором, щоб число зада-
вальних впливів відповідало числу вимірюваних ви-
ходів. З урахуванням вектора vk  з (42) для кожної з 
підмоделей отримуємо розширені рівняння стану:

x
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



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


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y C
x

vk pxn pxp
k

k
[ ] = 












[ ] [ ]0 ,                    (43)

де C T Ce= − ⋅ ; r T rk e k= ⋅ .
У рівняннях (43) індекси матриць відповідають їх 

розмірностям. Представимо ці рівняння в наступному 
вигляді:








x Ax Bu dk k k+ = + +1 ;  

y C xk k= ,         (44)

де матриці A , B , d , C  та вектори xk , yk  мають таку 
структуру:

 
 



A
A

C I
B

B
d

d

r
C C

x
x

v

k

k
k

k

=








 =









 =









 = [ ]

=







0

0
0, , ,


 = [ ]










 , y yk k

.

Завдання керування полягає в мінімізації квадра-
тичного функціоналу такого вигляду:







J x Qx u Ruk
T

k k
T

k
k

= +( )
=

∞

∑0 5
0

. ,                  (45)

де Q , – симетрична позитивно напіввизначена матри-
ця; R  – симетрична позитивно визначена матриця.

КЕРУВАННЯ НЕЛІНІЙНИМИ ТЕХНОЛОГІЧНИМИ ОБ’ЄКТАМИ З ВИКОРИСТАННЯМ НЕЧІТКИХ PDC-РЕГУЛЯТОРІВ
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Очевидно, що критерій (45) має бути збіжним, 
щоб підсистема (44) була стійкою. При цьому струк-
тура матриці Q  має наступний вигляд:

Q
Q

Q

nxn nxp

pxn v pxp

=














[ ] [ ]

[ ] [ ]

0

0
.                      (46)

З урахуванням (46) критерій J  представимо в та-
кому вигляді:

J x Qx v Q v u Ruk
T

k k
T

v k k
T

k
k

= + +( )
=

∞

∑0 5
0

. .          (47)

Таким чином, для розширеної системи (44) можна 
розрахувати оптимальне керування uk

* , що мінімізує 
квадратичний критерій (47) відповідно до процеду-
ри, подібної раніше розглянутій процедурі (26). Для 
кожної з підсистем (в замкнутому циклі) оптимальне 
керування визначається наступним чином:

u Kx Nd Lr Kx K v Ndk k k k v k
* = − +( ) = − + +( )�� �� � � � �

.    (48)

Відзначимо, що в рівнянні (48) матриці K  і N  не 
відповідають однозначно матрицям K і N, отриманим 
в рівнянні (26) для синтезу системи керування без до-
даткових інтеграторів. З іншого боку, матриці K  і N
, а також розширений вектор стану і вектор задаваль-
них впливів з урахуванням взаємозв’язків декомпо-
зуються відповідно наступним чином: �

� �
K K Kv=   ; 

� � �
N N L= −  ; x x vk k k

T= [ ] ; d d rk
T= [ ] .

Для розрахунку оптимального керування uk
* , що 

компенсує статичні помилки (між задавальним сиг-
налом і вимірюваним виходом) для кожної з підмоде-
лей, описуваних розширеним рівнянням стану (44), 
пропонується наступний алгоритм:

1. Визначаємо матрицю рішення рівняння Ріккаті 
(DARE):

    

    

A PA P A PB

R B PB B PA Q

T T

T T

− − ( ) ×
× +( ) ( ) + =

−1
0.

              (49)

2. Визначаємо матриці E , F  та G :

  

      

 

E BR B

F A P I EP A P E

G I A

T

T T

T

=

= +( ) = +( )
= −








−

− − −

1

1 1 1

.



        (50)

3. З урахуванням (49) і (50) отримуємо закон керу-
вання:

u K x N dk k
* = − +( )




 ,                      (51)

де             

    

       

K R B PB B PA

N R B PB B P G FE F

T T

T T

= +( )
= +( ) + +( )

−

− −

1

1 1(( )








.

Беручи до уваги (48), можна стверджувати, що 
отримання оптимального керування для афінних 
дискретних підмоделей полягає у визначенні зворот-
ного зв’язку за станом −



K xk , компенсації складо-
вої взаємозв’язків −



N d , складової 


L rk , пов’язаної 

з задавальним сигналом та інтегруючим впливом 
−


K vv k , що компенсує неузгодженість між заданою 
дією і вимірюваним виходом. За аналогією з класич-
ним цифровим ПІ-регулятором отриманий резуль-
тат може бути представлений як закон багатовимір-
ного ПІ-керування з компенсацією взаємозв’язків 
між підсистемами. Для нечіткої афінної дискретної 
ТС-моделі реалізація нечіткого PDC-регулятора з 
інтегруючою складовою полягає у визначенні (для 
i r=1 2, ,..., ) правил моделі коефіцієнтів Ki  і Ni  для 
розширеної системи (44) з подальшим формуванням 
висновків відповідно до (51), використовуючи прави-
ла такого вигляду:

«Якщо z k1 ( )  є M i
1   і ... ..і z kp ( )   є M p

i ,                     (52)

то: u k K x k N di i( ) = − ( ) +( )




 »,

де p  – кількість правил.
Таким чином, остаточний закон керування, що 

формується досліджуваним нечітким регулятором з 
інтегруванням, має наступний вигляд:

u k h z k K x k N di
i

r

i i( ) = − ( )( ) ( ) +( )
=
∑

1






 ,             (53)

де              h z k
w z k

w z k
i

i

ii

r( )( ) = ( )( )
( )( )=∑ 1

.

З урахуванням рівняння (48) загальна структура 
розподіленого PDC- керування з додатковою інте-
груючою складовою для лінійних афінних підмоделей 
може бути представлена схемою, наведеною на рис.4.

Рис. 4. Схема PDC-керування з додатковим інтегратором

3. Визначення вагових матриць  
нечіткої системи PDC-керування

Очевидно, що значення матриць Ki  і Ni  в законі 
керування (51) залежать від вибору матриць матриці 
Q  і R, які задаються апріорі. Щоб зважувати розши-

рений стан xk  і вхід uk , ці дві матриці мають бути по-
зитивно визначеними.

Щоб спростити перевірку позитивності Q  і R, 
доцільно вибирати їх з класу діагональних матриць з 
позитивними елементами головної діагоналі:

Q diag q q qn= ( )1 2, ,..., ;  R diag r r rm= ( )1 2, ,..., .      (54)
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При цьому: чим більше qi , тим швидше сходиться 
до нуля відповідна змінна xi ; чим більше rj , тим мен-
ше амплітуда відповідного керування uj .

Якщо i-й елемент і j-й елемент приймають відпо-
відно максимально допустимі значення max xi( )  та 
max uj( ) , то вибір qi  та rj  можна здійснювати на-
ступним чином:

q xi i= ( )( )1
2

max  ; r uj j= ( )( )1
2

max .        (55)

Слід зазначити, що даний метод вибору структу-
ри керування передбачає, що зміни задають впливів 
здійснюються стрибкоподібно. Якщо закон керуван-
ня використовується для здійснення автоматичного 
регулювання (з програмною зміною значень зада-
вальних впливів), настройка системи істотно усклад-
нюється. Налаштування матриць Q  і R, що входять 
в квадратичний критерій, має враховувати компроміс 
між амплітудами керувань і загальною якістю контуру 
керування. Наприклад, підвищення значень коефіці-
єнтів матриці R по відношенню до значень коефіці-
єнтів матриці Q  штрафує входи, але в той же час це 
призводить до ослаблення зважування помилок. Крім 
того, компенсація за можливі збурення може стати 
дуже повільною по відношенню до потенційних по-
ліпшень показників якості обраної структури керу-
вання. 

Для забезпечення ефективного функціонуван-
ня системи в розглянутих випадках можна ввести в 
структуру керування різницеву модель, входом якої є 
вектор задавальних впливів rk , а вихід відображає ба-
жану еволюцію зміни вектора yk .керованого процесу. 
Це дозволить розділити завдання вибору елементів 
контуру зворотного зв’язку і завдання забезпечення 
якості регулювання.

Цікавою перспективою продовження проведених 
досліджень є також аналіз стійкості для системи, що 
використовує нечітке керування по дискретній ТС-
моделі.

4. Моделювання нечіткого цифрового регулятора  
для PDC-керування ГПА

Для моделювання системи нечіткого керування 
ГПА КС з використанням ТС-моделі використовува-
лися можливості пакета для моделювання динаміч-
них систем Simulink і пакета синтезу нечітких систем 
управління Fuzzy Logic Toolbox.

Для різних діапазонів вихідного тиску (або ступеня 
стиснення газу) динамічні властивості ГПА можуть 
змінюватися (через нелінійність статичної залежнос-
ті по каналу «швидкість обертів вала ГПА - вихідний 
тиск»). Згідно з алгоритмом нечіткої кластеризації, 
наведеним в [7], було проведено поділ загально-
го діапазону зміни вихідного тиску на 5 інтервалів, 
що дозволило після вибору відповідних функцій на-
лежності сформувати 5 лінійних підсистем. Правила 

визначення виходів для кожної з цих підсистем наве-
дені в табл. 1.

Таблиця 1

Таблиця виходів локальних підсистем 
нечіткої моделі ГПА

№ підсистеми Вихід y k +( )1

1 0 30 0 99 1 603, , ,y k u k( ) + ( ) +
2  , , ,0 258 0 91 1 078y k u k( ) + ( ) +
3  , , ,0 574 0 97 1 052y k u k( ) + ( ) +
4 0 193 0 905 0 453, , ,y k u k( ) + ( ) +
5 0 158 0 9 0 511, , ,y k u k( ) + ( ) +

На основі отриманої моделі та розглянутих вище 
алгоритмів PDC- керування було побудовано закон 
керування вихідним тиском ГПА типу (53).

Результати моделювання роботи системи при 
стрибкоподібній зміні величини задавального сигна-
лу від 8,0 МПа до 8,5 МПа і подальшому її зниженні до 
8,0 МПа підтвердив переваги запропонованої схеми 
нечіткого керування в порівнянні з ПІД-керуванням. 
Зміна режиму роботи ГПА здійснюється на верхньому 
рівні автоматизованої системи керування технологіч-
ними процесами компресорної станції.

Тестування нечіткого PDC-регулятора з додат-
ковим інтегратором свідчить про можливість ефек-
тивної компенсації статичних помилок керування 
вихідними параметрами ГПА. Крім того, додаткові 
можливості підвищення якості цього керування може 
дати експериментальне налаштування матричних ко-
ефіцієнтів Q  і R квадратичного критерію (45).

Висновки

У статті досліджено  завдання розробки алгоритмів 
PDC-керування нелінійними об’єктами за станом з 
використанням дискретних локальних ТС-моделей. 
Розглянуто особливості синтезу систем PDC-
керування. Запропоновано підхід до побудови схем 
PDC-регуляторів з компенсацією статичних помилок 
за рахунок введення в структуру системи керування 
цифрових інтеграторів і наступного обчислення кое-
фіцієнтів регулятора для кожної з локальних моделей. 

Наведено рекомендації по визначенню вагових ко-
ефіцієнтів квадратичного критерію керування.

Результати моделювання системи нечіткого PDC- 
керування газоперекачувальними агрегатами компре-
сорних станцій  з використанням ТС-моделі свідчать 
про переваги запропонованих нечітких регуляторів в 
порівнянні з ПІД-регуляторами.

Перспективними напрямками продовження про-
ведених досліджень є аналіз стійкості для системи, 
що використовує нечітке PDC-керування, а також 
дослідження еквівалентності (на динамічному рівні) 
між нечіткою ТС-моделлю і нелінійною керованою 
системою, що апроксимується.

КЕРУВАННЯ НЕЛІНІЙНИМИ ТЕХНОЛОГІЧНИМИ ОБ’ЄКТАМИ З ВИКОРИСТАННЯМ НЕЧІТКИХ PDC-РЕГУЛЯТОРІВ
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